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Capitolo 1

Teoria delle curve

1.1 Prime proprieta ed esempi sulle curve

Per tutta la durata del corso il nostro spazio ambiente sard (R?, <, >), ovvero lo spazio euclideo
tridimensionale dotato del prodotto scalare standard e della norma euclidea.

Definizione 1.1 Sia Q un aperto di R* e sia f : Q — R™; f ¢ detta funzione C™ su un aperto
se ogni sua componente ammette tutte le derivate parziali di ogni ordine (ha senso parlarne perché
Q ¢ aperto).

Definizione 1.2 Sia X C R" sottoinsieme qualsiasi e sia f: X — R"; f ¢ detta funzione C*
se Vp € X esistono un aperto U, di R* che contiene p e una funzione F U, — R"™ che e C* tale
che fixnu, = Fixnu,- Una funzione che verifica tale proprieta ¢ detta anche funzione liscia

Definizione 1.3 Una funzione C* f : I — R3 con I intervallo generico di R ¢ detta curva.
L’immagine della curva f(I) ¢ detto supporto e la derivata prima f' : I — R3 ¢ chiamata
velocita. Per indicare una curva si utilizzano per lo piu le lettere greche.

ESEMPI:

Elica circolare retta: v: R — R3 tale che () = (Rcost, Rsint,a) con R > 0, a € R. Capire
come si disegna una curva parametrica. Il supporto e la figura rappresentata mentre la
velocita vale 7/(t) = (—Rsint, Rcost, a) il cui modulo & costante e vale v R? + a?;

Cuspide: 7 : R — R? tale che y(t) = (¢2,3,0). Il supporto & la figura rappresentata a fianco.
La sua velocita vale 7/ (t) = (2t,3t2,0) e dunque ||7/(¢)| = [t|v/4 + 92 che si annulla se e solo
se t = 0. Notiamo che nonostante la curva sia C'*° il suo supporto presenta una patologia
nel punto (0,0,0), punto in cui la velocita ¢ nulla. Vedremo che i punti problematici si
presentano quando una curva si ferma per un certo periodo di tempo (che puo essere anche
un solo istante) e poi riparte. In questo modo ne perdiamo il comportamento locale.

Cicloide: La curva cicloide ¢ la curva descritta da un punto che appartiene ad una ruota nel
momento in cui questa rotola senza strisciare. Grazie a questa proprieta, dopo che la ruota
ha percorso uno spazio t si forma tra il punto iniziale e la nuova posizione esattamente un
angolo che misura t radianti. Possiamo pertanto descrivere la curva con y(t) = (¢t —sint, 1 —
cost,0). Il supporto & quello disegnato, la sua velocita vale 7/(t) = (1 — cost,sint,0) e
dunque ||7/(¢)|| = 2sin £. La velocita & dunque 0 per ogni t = 2k7 con k € Z.

Definizione 1.4 Una curva v : I — R3 C™ si dice regolare se y/'(t) # 0Vt € I



Tra gli esempi visti in precedenza soltanto ’elica e regolare, mentre la cuspide e la cicloide
non lo sono. Da qui in avanti non specificheremo piu il fatto di essere C*° in quanto in questo
corso ci occuperemo esclusivamente di questo tipo di curve.

Esercizio 1.1.1 1l supporto della cuspide non ¢é il supporto di una curva regolare, non importa
dunque quale parametrizzazione uso (varra in generale)

Soluzione: Prendiamo una parametrizzazione qualsiasi della cuspide v(t) = (71(t),v2(t),0). v (t)
ha un minimo locale in ¢y tale che v(tg) = (0,0,0) e pertanto la sua derivata in quel punto si
annulla. Inoltre vale la relazione y5(t) = £4/71(t)? e pertanto in un intorno di to si ha che
|v2(t)] < |y1(t)]; Quindi v2(t) cresce piu lentamente di 71(¢) e dunque la derivata v5(tg) = 0
poiché 7/ (o) = 0. Le componenti della velocita sono nulle in t e quindi la velocita & nulla in .

Definizione 1.5 Sia v : [a,b] — R3; definiamo lunghezza di v il numero L(v) = f; I/ (¢)||dt

OSSERVAZIONE: Si puo dimostrare che la definizione & equivalente a definire la lunghezza di

ulna curva come
n

-1
(y) = sup [y (Ei1) — (&)l
n,a=tp<...<tp=b i—0
ovvero come il sup di una poligonale che approssima la curva. Questa definizione si puo applicare
anche a funzioni piu strane (non entra in gioco la derivata), ma puo accadere che I(y) = oc.
Le curve definite su un compatto per cui accade questa cosa prendono il nome di curve non
rettificabili. Un esempio € un ”seghetto” con i denti alti le punte dei denti messe nelle posizioni
11
(277 H)
OSSERVAZIONE: Per una curva v : I — R3 sono fatti equivalenti:

L. |7 (#)]l = 1 per ogni t € I;
2. L(’Y|[a,b]) =b—a.

Definizione 1.6 Una curva vy che verifica una delle condizioni precedenti si dice parametriz-
zata per lunghezza d’arco o, piv brevemente, P.L.A..

Definizione 1.7 Sia v : I — R3; una riparametrizzazione di v ¢ una curva o : J — R>
tale che a = vy oy con ¢ con ¢ : J — I diffeomorfismo crescente (per non invertire il senso di
parametrizzazione), ovvero una funzione C* con inversa C'.

Notiamo che se ¢ : J — I & un diffeomorfismo crescente, dalla relazione ¢! ((t)) = t per ogni
t € J si ottiene derivando (¢~ 1) (¢(t))¢'(t) = 1 e quindi ¢/ () # 0 per ogni t € J = /() > 0.

EseMPIO: La curva v(t) = (Rcos —=t—, Rsin e lelica circolare retta

VR?+a?’

t a t )
VR2+a2’ " V/R2+a2
riparametrizzata per lunghezza d’arco.

Osserviamo che non possiamo riparametrizzare la cuspide per lunghezza d’arco, poiché otter-
remo una curva regolare e abbiamo mostrato con ’esercizio che questo ¢ impossibile (possiamo
accontentarci di riparametrizzare i due rami).

Ci interessera studiare le curve a meno di riparametrizzazioni.

Proposizione 1.1.1 Sia v : I — R3 una curva; sono fatti equivalenti:
1. ~ e regolare;

2. v ammette una riparametrizzazione per lunghezza d’arco.



Dimostrazione:

2=1) Siaa =70y con ¢: I — J difftomorfismo una riparametrizzazione P.L.A. di ; allora
Vte JO0#d () =+"(e(t)¢'(t) e dunque deve valere che v/ (p(t)) # 0Vt € J = +/(s) #0
Vs € I in quanto ¢ & in particolare una bigezione;

1 = 2) Sia tg € I e definiamo 3 : I — R tale che 5(t) = fti IV (t)||dt = L(7},,4)- Per il teorema
fondamentale del calcolo integrale si ha che 8'(t) = ||[4/(¢)|| = 5'(t) > 0 grazie all’ipotesi.
Posto adesso J = B(I), esiste 3~ : J — I in quanto (3 & strettamente crescente e in
particolare 37! & C* poiché 3 lo &. Poniamo allora ¢ = 37! e dunque:

O/S:/S/S:/—ls —1/821—18 —_
[(ve ) ()l = 7 ()@ ()l = IV (B (sDIIB™)(s) = [ (B ())Hiﬁl(ﬁ—l(s)) i

Notiamo che la dimostrazione ¢ puramente teorica e nella maggior parte dei casi non & pos-
sibile trovare esplicitamente il diffeomorfismo poiché si deve prima risolvere un integrale e poi
trovare un’inversa. Vediamo adesso un caso in cui e possibile comunque ripercorrere la dimostra-
zione trovare una riparametrizzazione:

EsemPIO: Consideriamo la cicloide v(t) = (t — sint, 1 — cost,0) con ||7/(t)|| = 2sin . Conside-
riamo 'intervallo aperto (0, 27) dove v & regolare e calcoliamo

t
t
B(t) = L(’Y[o,t]) = / QSingdx = —4cos 3 + 4
0

Possiamo adesso invertire 3(t) ottenendo 37!(s) = 2arccos i3* e avendo quindi trovato una

riparametrizzazione. Notiamo per curiosita che L(72,) = 8 cio¢ un numero intero, cosa strana
pensando alla curva che stavamo parametrizzando.

1.2 Orientazione e prodotto vettore

Per tutto il resto della sezione ci mettiamo in un spazio vettoriale reale di dimensione n

Definizione 1.8 Sia V' uno spazio vettoriale; due basi By e By si dicono equivalenti (By ~ Bs)
se la matrice del cambio di base Mgf ha determinante positivo. Vale che Mgf = (Mgzl)_1 e
dunque per il teorema di Binet se una ha determinante positivo, ce I’ha anche la seconda).

OSSERVAZIONE: La relazione appena introdotta ¢ una relazione di equivalenza:
Riflessiva: La matrice del cambiamento di base e I’identita che ha determinante positivo;

Simmetrica: Vale che M, gf = (M, 521)_1 e dunque per il teorema di Binet se una ha determinante
positivo, ce ’ha anche la seconda;

Transitiva: Siano M gf eM g; le matrici del cambiamento di base con determinante positivo tra

Bi1 e By e tra By e Bg; allora Mgf Mg; = Mgf e sempre per il teorema di Binet si ha la tesi.

Definizione 1.9 Una orientazione su 'V é (la scelta di) una classe di equivalenza di basi che
vengono dette positive (le altre negative)

Lemma 1.2.1 FEsistono esattamente due orientazioni su'V con n = dimV > 1.



Dimostrazione: Le basi By = {v1,...,v,} e By = {—v1,v9, ..., v, } hanno matrice del cambiamento
di base identita con la posizione (1,1) occupata da un —1 e quindi il determinante & negativo.
In questo modo abbiamo mostrato che le classi di equivalenza sono almeno 2. Mostriamo che
sono al massimo 2. Supponiamo By = By e By ~ By = det(Mgf) <0e Mg;’ < 0. Allora

det(Mgf’) = det(Mngg;) = det(Mgf)det(ng) > 0 e quindi By ~ Bs e le classi di equivalenza
sono al massimo 2.

Lemma 1.2.2 Sia f:V — W un isomorfismo tra spazi orientati; sono fatti equivalenti:
1. 3By base positiva tale che f(By) é positiva in W;
2. VBi base positiva si ha che f(Bi1) é positiva in W ;
3. AB1, By basi positive di V' e W rispettivamente tali che det(Mgf (f)) >0;
4. VB, By basi positive di Ve W rispettivamente si ha che det(Mgl2 (f)) >0;

Dimostrazione: Lasciata per esercizio.

Definizione 1.10 Se f isomorfismo tra V e W werifica una qualsiasi delle condizioni precedenti
si dice che f preserva l’orientazione.

CONVENZIONE: D’ora in avanti R" sara dotato dell’orientazione indotta dalla base canonica.
OSSERVAZIONE: Sia V uno spazio vettoriale, f : V — V isomorfismo. f conserva l’orientazione
& 3B base di V tale che det(ME) > 0.

Lemma 1.2.3 Siano vy, ..., v,—1 vettori di R", allora esiste un unico vettore w tale che det(vi|...|vp—1|x) =<
w,x > per ogni x € R™,

Dimostrazione: La mappa x — det(vi]...|vp—1]|z) € un funzionale lineare da R™ a R grazie alla
multilinearita del determinante. Grazie al teorema di rappresentazione di Riesz sappiamo che se
<, > & un prodotto scalare non degenere dlw € R” tale che il funzionale & uguale a < w,x > per
ogni x.

Definizione 1.11 Il vettore w = v1 A ... A vp—1 tale che det(vi|...|vp—1]x) =< w,z > per ogni
x € R™ si dice prodotto vettore tra vy, ...,v,_1.

Proposizione 1.2.4 Detto w = v1 A ... Av,—1 valgono le sequenti proprieta:
1. La funzione F : (R®)"~1 = R™ tale che v, ...,vn_1 — w & multilineare alterna;
2. w=0%i{vy,...,un_1} sono lineramente dipendenti;

3. Se {vi,...,vp_1} sono linearmente indipendenti, allora {vi,...,vn—1,w} € una base positiva
di R™;

BN

. w é ortogonale a v; per ognit =1,..,n —1;
5. Se A€ O(n) = {M € M,(R)|!MM = I}, allora Avy A ... A\ Av,—1 = (det(A))Aw;

6. Sevi,...,vp—1 sono un sistema ortonormale, allora {vy,..,v,_1,w} é una base ortonormale.

Dimostrazione:



1. Discende direttamente dalla multilinearita e dalla alternanza del determinante e dalla
linearita del teorema di rappresentazione di Riesz. Ad esempio det(vi|val...|vp—1]z) =
—det(va|v1|...|vp—1|x) per le proprieta del determinante e sono uno l'opposto dell’altro come
funzionale per il teorema di rappresentazione di Riesz;

2. Se i v; sono dipendenti, allora det(vi|...|lun—1|x) = 0 per le proprieta del determinante.
Viceversa se sono indipendenti esiste un vettore z tale che v1, ..., v,_1, Z € una base e dunque
det(vi]...|vn—1]Z) # 0 e pertanto w # 0;

3. det(vy|...|vn_1|w) =< w,w >= ||w|?* che & maggiore di 0 se e solo se i v; sono linearmente
indipendenti (per (2)). La matrice (v1]...|vn,—1|w) & la matrice del cambiamento di base e
pertanto ho dimostrato anche che ¢ una base positiva;

4. < w,v; >= det(vy]...|vn—1|v;) = 0 per ogni i;

5. < Aw,x >=< w, A~'x > per l'ortogonalita di A~!. Adesso < Aw,z >=< w, A"z >=
AL A AL ANAT A, g, AT e >= det(A7H Avy | AT Av, 1| AT ) = (det(A7Y))det(Avy|...| Avp_1|7) =
(det(A)) < Avy A ... A Avy—1, 2 > e dunque Avy A ... A Av,—1 = (det(A)) Aw;

6. Osserviamo preliminarmente che dati gli elementi della base canonica ey, ...,e,_1 hanno
come prodotto vettore e; A ... A ep—1 = e, in quanto det(e]...|ep—1|x) = Ty =< €p, >.
Dato che nell’algebra lineare funziona tutto bene 3A € O(n) tale che Av; = e; per ogni
i=1,..,n—1. Vale quindi che v; A ... Av,_1 = A le; A AA e, 1 = (det(A™H) A" oy A
...\vp_1 = £A te,. La matrice ortogonale porta dunque la base canonica in vy, ..., v,_1,w
e quindi la base € ortonormale positiva.

Proviamo a calcolare esplicitamente il prodotto vettore in R3. Sia v = (vy,v2,v3) e w =
(w1, wq,ws), allora

v w1 71
det Vo W2 X2 =T (Ugwg — wgvg) — .732(1)171)3 - wlvg) + xg(l)lUJQ - wlvz) =<,V ANw >
U3 w3 I3

con v A w = (Vw3 — Wav3, —V1W3 + W1V3, V1W — WIV2).
Lemma 1.2.5 Nello spazio eucliedo R® vale che ||v Aw| = ||lv||||w||sin@ con @ angolo tra v e w

Dimostrazione: Facendo il conto direttamente esce; possiamo pero semplificarlo: sia A € O(3)
tale che Av € span(ey) e {Av, Aw}. Usando adesso che A ¢ ortogonale e preserva la norma posso
supporre che v = (a,0,0), w = (b, ¢,0) e a questo punto facendo il conto (piu facile) si ha la tesi.

1.3 Versore tangente e curvatura

Definizione 1.12 Sia v : I — R3 PLA; il versore tangente di v in so ¢ t(sg) = 7' (s0). Se
v ¢ regolare ma non PLA, detta o = 7y o ¢ una riparametrizzazione PLA si dice che il versore
tangente di v in sqg ¢ il versore tangente ad o nel punto = '(sg) ovvero t(sg) = ta( 1 (s0)).

OSSERVAZIONE: Il versore tangente a una curva non PLA & ben definito: se cambiamo para-
metrizzazione PLA & = v o ¢ abbiamo che a = yop = ao (p tog) et = ¢! oy & ancora
un diffeomorfismo. Prendendo la norma delle derivate vale che [[¢)'(t)|| = 1 poiché « e & sono
PLA e dunque 9(t) = t + ¢ e a(t) = a(t + ¢) ovvero due riparametrizzazioni PLA della
stessa curva differiscono per una traslazione. Un modo diverso e piu comodo per calcolare

il versore tangente ¢ dato dalla formula t(sg) = ||3:EZS;”

7



Definizione 1.13 Sia v : I — R3 regolare PLA; la curvatura di v in so ¢ k(sg) = ||t'(s )|| Se
7 & regolare ma non PLA, detta o = oy una riparametrizzazione PLA allora k(so) = ko (¢~ (s0))

Proposizione 1.3.1 Sia v : I — R3 una curva regolare, allora k = 0 < il supporto di vy ¢é
contenuto in una retta.

Dimostrazione: Poiché entrambi i membri sono invarianti per riparametrizzazione
(curvatura per definizione e supporto non dipende dalla parametrizzazione) posso
supporre v P.L.A.

=) k=0= t'( ) = 0Vs cioé t = 4" & costante e uguale a un certo vg. Dunque se s € [ =
v(s) = v(so) + f30 t)dt = v(s0) + (s — so)vp € questa € una retta parametrica;

<) Una retta ¢ data dalla giacitura pit un punto e dunque y(s) = pg + a(s)vg con |lvgl]] =1 «
¢ una funzione C*° poiché a(s) =< y(s),vg > — < po,vo >. Possiamo dunque derivare e
otteniamo '(s) = o/(s)vg. v & P.L.A. = ||7/(s)|| = 1 e inoltre |Jug|| = 1 per ipotesi, allora
a/(s) = £1 e per continuita &« = s 0 @« = —s e dunque la tesi poiché 4/ & costante e dunque
Iy (s)]l = & = 0.

Lemma 1.3.2 Sia b : R™ x R" — R* una forma bilineare. Allorab é C™® e se o : I — R™ e
B: 1 — R"™ sono C* allora

jtb( (t), B(t)) = b(e/(t), B(t)) + b(ex(t), B'(t))

Dimostrazione: Posso supporre k = 1 perché per essere bilineare deve esserlo componente per
componente; allora 3b; j con i =1,...,m e j = 1,...,n tali che b(a(t), 5(t)) = Zw a;(t)B;i(t)b; ; e
dunque

L h(0(1), 51)) = Y (i) ()5l s+ 3 o) B (i = U (0,5 + a0, 510)

7]

Proposizione 1.3.3 Sia v : I — R3 curva regolare non necessariamente P.L.A, allora k(t) =
I @A (D]
[RAGIE

Dimostrazione: Sia = -y o ¢ una riparametrizzazione PLA. Troviamo la curvatura di 8. Vale
che f/ = (v o)y = 1 = HB’H = |4/ o ¥||]¢']. Adesso ¥ > 0 per diffeomorfismo e dunque
1/}/* ||,yo¢ _<'Y o1, 'Y O¢> 2

W=t <y op>T22< (7” oY),y 0 ¢p >= — LA

B" =" o) (¢ ) + (Y o)y’ = T o¢||2 (Yo —~"0 w<’yH;}1{;$H3w> )-

Osserviamo che il termine tra parentesi tonde non & altro che la proiezione di v o ¢ lungo la
direzione 7' o ¢ ortogonale (tolgo a 7" o ¢ la componente su 7' o ¥). Se adesso chiamiamo «

l’angolo tra 7' o1 e 4" 0 1), allora la norma della proiezione scritta tra parentesi vale esattamente
|7 o || sin« e otteniamo dunque:

18"]| = [ e Pl e dlsina _ [ o) A (Y o ¢

REXIE B EERXIE

Applicando la definizione di curvatura k(t) = kg(y~1(t)) = ||8”(¢71(t))]| si ottiene la tesi.
EsEmPIO: Trattrice: Sia v : (0,27) — R tale che y(t) = (sint,cost—In(tan §),0). La parte

inferiore della curva rappresentata ¢ la traiettoria che segue un peso attaccato con un’asta rigida

a una persona che parte dall’origine e che si muove verticalmente verso il basso. La curva non ¢




regolare e quindi non e riparametrizzabile per lunghezza d’arco: basta osservare, ad esempio, che
la lunghezza della curva ¢ infinita, ma l'intervallo su cui e definita e limitato. Calcoliamo velocita
e curvatura della curva:

v'(t) = (cost, t —L+ L+ —sint,0) = (cost, =1 —sint,0) = (cos cost 0)

’Ecoszétan% ’ sint ) sint
_ |cost
YOI = 557 B
7'(t) = (—sint, — 3L — cost, 0) = (—sint, —cost(ltsin”t) t),O)

sin;tt sin?t
I OAY Ol = G
/ HIA 1 t H
k(t) = PRl = St et = | tant

Osserviamo che la velocita vale 0 quando t = 7, che la curvatura tende a infinito quando ¢ tende
a 5 e che la curvatura tende a 0 quanto t tende a 0 o a w. La curvatura descrive proprio quello
che ci aspettiamo, ovvero quanto ”curva” una curva.

Esercizio 1.3.1 Calcolare la curvatura della cuspide:
Soluzione: da svolgere

Definizione 1.14 Sia v : I — R?® una curva; v si dice biregolare se ¢ regolare e k(t) # 0 per
ogni t € I. Se~ ¢é biregolare e PLA, allora per definizione t'(s) = ~"(s) = k(s)n(s) per un unico
versore n(s) che prende il nome di versore normale di~ in ~(s). In sostanza n(s) é la direzione

dell’accellerazione e vale n(s) = HZ::% = Z((—Ss)) Se ~y ¢ biregolare, ma non PLA, e a = 01,

allora n(t) = na(Y=1(t)).
Lemma 1.3.4 Siav: I — R3 C™ di norma costante, allora v(t)1v'(t) per ognit € I.

Dimostrazione: % < v(t),v(t) >= 0 poiché sto derivando uno scalare e dunque 2 < v/(t),v(t) >=
0= v'(t)Lo(t)

Corollario 1.3.5 Se v ¢ biregolare, allora n(t) ¢ davvero normale, ovvero nlt per ogni s € I

Dimostrazione: Posso supporre v PLA perché sia n che t le calcolo parametrizzando per lunghezza
d’argo. Adesson = %J_t poiché ¢’ Lt in quanto ¢(s) & costante in modulo per la parametrizzazione
per lunghezza d’arco.

OSSERVAZIONT:

/
1. Se v e regolare, t € C°°: in quanto t = HYTH ed entrambe sono funzioni C*° (la norma lo &
dovunque tranne che in 0, ma questo non ci interessa perché v & regolare);

2. Se v ¢ biregolare e PLA, allora k,n sono C*: in quanto k = ||7”|] ¢ diversa da 0 per la
biregolarita ed n = 3= lo & per lo stesso argomento della discussione precedente;

3. Se «y & solo regolare, non & detto che k sia C'*°

Definizione 1.15 Sia gamma : I — R3 biregolare. Il versore di ~(t) definito come b(s) =
t(s) A n(s) prende il nome di versore binormale. Per costruzione (t(s),n(s),b(s)) sono una
base ortonormale positiva di R? per ogni s € I. Questa base prende il nome di trideo di Frenet

OSSERVAZIONE: Supponiamo v PLA e biregolare, allora ¢,n,b sono funzioni C'*°. Possiamo
dunque derivare b(t) e otteniamo b'(t) =t/ An+tAn =knAn+tAn =tAn = VLt per
definizione di prodotto vettore. Poiché adesso ||b|| = 1 = b’ Lb per il lemma precedente. Dunque
v € span(t,b)* = span(n) e dunque ¥'(s) = 7(s)n(s) per quakche 7(s) numero reale.



Definizione 1.16 La funzione 7 : I — R3 prende il nome di torsione di . La funzione
torsione ¢ C™ in quanto, ad esempio, T(s) =< b/(s),n(s) >. Se v & biregolare ma non PLA,
allora 7y = 7o (¢ 71(s)) dove o =y o) & PLA.

Nelle prossime definizioni, se non ulteriormente specificato, supponiamo gamma biregolare
PLA

Definizione 1.17 Vty € [ il piano osculatore di v in ~(tg) é lunico piano P tale che
d(y(t), P) & un o((t —tg)?) pert — to (con d distanza euclidea).

Proposizione 1.3.6 Il piano osculatore é ben definito ed é il piano affine vy(so)+span(t(so),n(so))

Dimostrazione: Consideriamo un piano generico P e calcoliamo la distanza tra ~y(s) e P: P
ha equazione P = {r € R3| < z,v >= a} per qualche v # 0, v € R3, |lv]| = 1 e a € R (posso
sempre farlo portando la norma di v su a). Poiché per costruzione v & un vettore ortogonale a P =
d(y(s), P) = | < ~(s),v > —al; per non sfruttare la distanza che non ¢ una funzione C'*° sfruttiamo
il fatto che | < v(s),v > —al ¢ o((s—50)?) < lo & quello che & dentro il modulo. Chiamiamo dunque
f(s) =< 7(s),v > —a che & C*. Se P ¢ il piano osculatore, allora f(sg) = f'(s0) = f"(s0) =0
con f'(s) =< +(s),v >=<t(s),v > e f(s) =< "(s),v >=< k(s)n(s),v >= k(s) < n(s),v >
con k(s) # 0 per la biregolarita. Imponendo le 3 condizioni:

fs0) =0 <7(s0),v>=a

/ B < ")/(S()) eP
f//(S()) =0 R 'UJ_t(SO) {Gzac(P) = span(t(SO), n(So))
f (SO) =0 UJ_TL(S())

Le ultime due condizioni determinano in modo univoco il nostro piano affine.

Proposizione 1.3.7 Esiste unica circonferenza o : I — R® PLA tale che a(sg) = v(sg), o (s0)
Y (s0), & (s0) = 7"(s0); tale circonferenza giace sul piano osculatore , ha centro su ~y(so)
span(n(sp)) e raggio ﬁ

+

Dimostrazione: Possiamoo scrivere una generica circonferenza PLA in questo modo: «(s) =

c+ R(cos 3 )v1 + (sin )va con ¢ centro e {v1, v2} sistema ortonormale. Si ha o/(s) = —(sin %)vi +
s " _ 1 s 1 8 LR :

(cos z)v2 e @”(s) = (=g cos )vr — (g sin §)va. A meno di riparametrizzare y posso supporre

sop = 0, allora

a(0) = ~(0) ¢+ Rvy = v(0) vy = —n(0)
o/ (0) = ~/(0) = £(0) & vy = t(0) & R=
a”(0) =~"(0) = k(0)n(0 —% = k(0)n(0) c=7(0)+ 23

allora span(vi,v2) = span(n(0),t(0)) e o & interamente contenuta in ¢ + span(vy,v2) = v(0) +
span(n(0),k(0)) che & esattamente il piano osculatore.

Definizione 1.18 La circonferenza che soddisfa le ipotesi della proposizione precedente ¢ detta
cerchio osculatore e il suo raggio R = @ e detto raggio di curvatura che é inversamente

proporzionale alla curvatura (se abbiamo una retta, cioé curvatura tendente a 0, il raggio tende
a infinito)

OSSERVAZIONE: Il versore binormale b(s) = t(s) A n(s) ¢ ortogonale al piano osculatore e la
torsione 7 (' = n = 7 = ||V/||) misura la variazione del piano osculatore.
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Teorema 1.3.8 Data 7 biregolare e PLA, gamma ¢ piana (cioé ha supporto contenuto in un
piano) se e solo se la sua torsione é identicamente nulla (T =0 per ogni s € I).

Dimostrazione: =) Se v(I) C P con P piano = d(v(s),P) = 0 per ogni s € I e dunque P ¢ il
piano osculatore per ogni s € I. Ora b(s) LGiac(P)Vs, cioé Jug € R? tale che b(s) = vy Vs e
lvol| = 1 (¢t e n sono versori e v & PLA), ovvero b & un versore ortogonale al piano e per continuita,
b= 190 b= —vy costantemente = ' =0=7=0

; <) Supponiamo 7 =0 = b = 7n = 0 = Jy versore costante tale che b(s) = vg per ogni s € I.
Sia f: I — R tale che f(s) =< (s),vo >, allora f'(s) =< v/(s),v9 >=<t(s),b(s) >=0= f &
costante, cio¢ esiste a € R tale che < 7(s),v9 >= a per ogni s € I, ovvero y(I) C {z € R3| <
x,vp >= a} che & un piano.

Teorema 1.3.9 (Formule di Frenet) Sia gamma biregolare PLA, allora valgono

t'=kn 0 -k O
n' = —kt —7b )y =(tnb) [k 0 7
bV =1n 0 -7 0

In particolare derivando la matrice (t|n|b) salta fuori una matrice antisimmetrica.

Dimostrazione: t' = kn e b’ = 7n sono vere per definizione. Abbiamo {t,n,b} base ortonormale
positiva = {b,t,n}loe=n=bAt - n' =V ANt+bAt' = nAt+bANkn = —kt—7b che ¢ la tesi.

Proposizione 1.3.10 (Interpretazione geometrica del segno di 7) v passa dal semispazio
prodotto dal piano osculatore che contiene b a quello che contiene —b se e solo se T > 0

Dimostrazione: Chiamiamo P il piano osculatore; sviluppando in serie di Taylor la curva v in un
intorno di sy (lo posso fare perché v & C°) ottengo

S— S 2
v(s) = v(s0) + (5 — s0)7'(s0) + (20)7” s

eprP

Come indicato le prime due derivate non mi danno informazioni; calcoliamo esplicitamente la
derivata terza:
m / / / 2
s)=(kn) =k'n+k(=kt —7b) =k'n— k“t —7kb
7" (s) = (kn) ( )
ep

Dunque posso scrivere semplicemente

(s —s0)*

o (=T(s0)k(s0)b) + o((s — 50)°)

v(s) = ¥(s) +
——

epr

A questo punto ragionando sul segno di 7 si ottiene la tesi.
OSSERVAZIONE: la curva ~ interseca il piano osculatore in modo tutt’altro che trasversale in
quanto sia 7’ che 7" giacciono localmente sul piano osculatore; infatti nella dimostrazione siamo

andati a rispetto a un’o-piccolo di (s — s¢)3. Se vi proiettiamo la curva 7 si avra un flesso
S

Esempio: Calcoliamo k e 7 di un’elica circolare retta PLA v : R — R3, ~(¢) = (R cos T fisin

con R > 0, a € R. Calcoliamo le varie derivate: poniamo 6 =
7 (s) = t(s) = (—?E cos 8, %)

s

7' (s) = (—RQL_L‘Q cos 6, —RQL;‘Z sin 6, 0)

S .
NEel
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=

(s) )|| R2+ 5 costante

(s) = = (—cosf,.sinh,0)

b(s) = ( ) n(s) = ( sin 6, —e—acose,%)

V(s) = (paz cost, iz sind, 0) = —mton(s) = 7(s) = —mie

Osserviamo che curvatura e torsioni sono costanti per quanto riguarda 1’elica circolare: poteva-

mo aspettarci questo risultato poiché dati due punti nell’elica & sempre possibile portarne uno
nell’altro mediante una isometria affine che vedremo lasciare invariata curvatura e torsione.

3

Esercizio 1.3.2 Sia v : I — R3 biregolare PLA; sia A € O(3), v € R e consideriamo 1 : I —
R3, 71(s5) = Avy(s) + v e y2(s) = y(—s). Calcolare curvatura e torsione di v

Soluzione: Calcoliamo separatamente curvatura e torsione delle due curve:

1) mn(s) = (Ay +0)(s) = AY'(s) = Aty(s) = [N (s) = |4ty (s)]| = 1 poiché A € O@3) e
inoltre t., = Aty
Zi’( )—t’ ( )= (Atv)/(s) = Aky(5)n4(s)

by, (8) = ty, (8) A n'yl( ) = Aty(s) N Any(s) = det(A)Aby(s)

vl (s) = det(A)(Ab,)'(s) = det(A)Ab. (s) = det(A)T,(s)An,(s) = det(A)7(s)n, (s) e dun-
que 7y, (s) = det(A)7(s) € ky, () = ky(s).

Osserviamo che abbiamo anche mostrato che una isometria manda il triedro di Frenet di ~
nel triedro A-triedro di v

72) 73(s) = =7 (=s) = [[73(s)[| = 1 e dunque t,,(s) = —t4(—s)
Y3 (8) = (=7(=5)) =" (=s) =t (=5) = ky(=s)ny(—5)
ko (s) = ky(=s) € ny,(s) = Any(=s)
by, (8) = ty,(8) Amyy(s) = —ty(=8) A —ny(—=s) = —by(—5)
sz((s) ): (07)'(=8) = Ty (=8)ny(=8) = Ty(=5)ny,(s) e dunque 7., (s) = 7,(—s) € ky,(s) =
V(=5

Esercizio 1.3.3 Mostrare che curvatura e torsione non cambiano lungo riparametrizzazione
Soluzione:da fare

Definizione 1.19 Due curve 1,72 : I — R3 si dicono congruenti se 3f : R? — R3 isometria
affine positiva tale che vo(s) = f(y1(s)) per ogni s € I, ovvero A € SO(3) e v € R? tali che
Y2(s) = Ay(s) +v

LA CONGRUENZA E UNA RELAZIONE DI EQUIVALENZA

Teorema 1.3.11 (Teorema fondamentale delle curve) Sia k : I — (0,+00) e : I — R
funzioni C™ assegnate; allora esiste una curva biregolare PLA ~v : I — R3 con ky=ker,=r1.
Inoltre tale curva € unica a meno di congruenza.

Dimostrazione: Esistenza) Vogliamo costruire un triedro di Frenet mobile e poi integrare la
velocita per avere la nostra curva. Costruiamo dunque un triedro per «; sia sg € I, e1,e9,e3 la
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base canonica e studiamo il sistema

X
I

N
3

"= —kt —7b

= El /;\H STEST
o w & |
~— - ~—

~— I

[

o 2

263

Osserviamo che le condizioni iniziali le potevamo scegliere in modo casuale, bastava solo scegliere
un sistema ortonormale (e per semplicita uso la base canonica). Osserviamo anche che questo
€ un sistema lineare di 9 equazioni in 9 incognite con 9 condizioni iniziale e pertanto, per il
teorema di Cauchy, questo sistema ammette un’unica soluzione che ¢ definita su tutto I (per la
linearita). Abbiamo dunque le funzioni #,7,b : I — R3 che sono una base ortonormale positiva
per s = sg; vogliamo che lo siamo Vs € I. Equivalentemente vogliamo mostrare che la matrice
M = (#|n|b) € SO(3) per ogni s € I, cioe ci basta mostrare che la mastrice X (s) =¢ M(s)M(s) &
costantemente 'identita e che det(M) > 0 per ogni s € I. L’idea ¢ quella di capire che equazione
differenziale verifica X. Abbiamo osservato che le formule di Frenete possono essere anche scritte
in forma matriciale come M’(s) = M(s)A(s) con A matrice antisimmetrica, allora

X' =(MM)Y =t MM+ MM =t (MAYM +' MMA = —~A"MM +' MMA=—-AX + XA

e dunque studiamo il sistema lineare

{X’ = —AX + XA
X(so) = M(s0)M(so) =1

Sempre per il teorema di Cauchy sappiamo che la soluzione & unica, ma osserviamo (rubiamo) che
X = I costantemente ¢ soluzione. Grazie a questa osservazione abbiamo mostrato che il triedro
mobile di Frenet #,7, b & sempre ortonormale. Per mostrare che il detM (s) > 0 osserviamo che la
funzione s — det(M (s)) ¢ continua e puo valere solo 1 e —1. Dato che per sg il determinante
vale 1 la funzione e costantemente uguale a 1 per continuita. Poniamo adesso

e verifichiamo che la curva abbia le proprieta richieste:

v'(s) =t(s) e ||t(s)|| =1 =~ & PLA e t(s) = t(s)

v"(s) = t'(s) = k(s)n(s) per costruzione e vale che k(s) ¢ la curvatura e 7i(s) = n(s) perché ¢
unitario.

b(s) = t(s) An(s) =t(s) An(s) = b(s) e dunque il triedro di Frenet & proprio quello imposto.
V(s) =t (s) = 7(s)n(s) = 7(s)n(s), per cui 7(s) & la torsione di v proprio come volevo.
Unicita: Siano 71,72 due curve PLA biregolari con k curvatura e 7 torsione. Sia (t;,n;,b;) il
triedro di Frenet di ;. Per i teoremi di algebra lineare, esiste una A € SO(3) tale che

Aty (s0) = ta(s0)
Anl(S()) = 77,2(80)
Abl(So) = 62(80)

ed inoltre esiste un v € R3 tale che Avyi(sg) +v = 72(s0) Adesso la terna (Aty, Any, Aby) verifica
le condizioni del sistema di Frenet della seconda curva e pertanto per l'unicita del sistema di
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Cauchy otteniamo che per ogni s € I vale At;(s) = to. Ma allora vale

S

Ya(s) = 72(80)+/

0

to(u)du = 72(50)+/ Aty (u)du = Avy1(sg)+v+Avy1(s)—Ayi(so) = Avyi(s)+v
s0
che ¢ la tesi.

Corollario 1.3.12 Sia v biregolare PLA con curvatura e torsione costanti, allora gamma é una
elica circolare retta a meno di congruenza.

Esercizio 1.3.4 Sia v regolare PLA tale che tutte le rette tangenti a vy si incontrano in un punto,
allora il supporto di vy € contenuto in una retta.

Soluzione: Per ipotesi esiste p € R? e a(s) € R tale che v(s) + a(s)t(s) = p per ogni s € I.
Osserviamo che o € C* in quanto (calcolando < «(s),#(s) > si ottiene che a(s) =< p,t(s) >
— < 7(s),t(s) > che ¢ differenza di prodotti scalari C*°. Derivando dunque la retta generica si
ha: ¢(s) + a(s)t'(s) +a/(s)t(s) =0 =1t(s)(1+'(s)) +t'(s)a(s) e dato che t e ¢’ sono linearmente
indipendenti ottengo il segeuente sistema valido per ogni s € I:

{1 +d'(s)=0
a(s)t'(s) =0

Da questo sistema ricaviamo che o/(s) = —1 = «a(s) = ap—s e dunque, mettendolo nella seconda,
si ha (ag — $)t'(s) = 0 e dunque #'(s) = 0 ovunque tranne al pilt in un punto, ma dato che ¢’ &
continua deve annullarsi anche in quel punto e dunque #'(s) = 0. A questo punto ¢(s) = vy per
un certo vp € R3 e dunque v(s) = p — (ag — s)vg che & la parametrizzazione di una retta.

Esercizio 1.3.5 Sia v biregolare PLA tale che tutte le rette normali si incontrano in un punto,
allora il supporto di v € contenuto in una circonferenza.

Per ipotesi esiste p € R? tale che v(s) + a(s)n(s) = p. Come nell’esercizio precedente v & C™
e pertanto, derivando, si ottiene v'(s) + o/(s)n(s) + a(s)n’(s) = 0 ovvero, usando le formule di
Frenet, t' + o'n + a(—kt — 7b) = 0 < t(1 — ak) + o/n — atb = 0 per ogni s € I. Imponendo la
lineare indipendenza si ha:

1l—ak=0 a=ap#0 perché ak = —1
o' =0 = {k(s) =L

o
ar =0 7(s) =0

A questo punto ho dimostrato che k e 7 sono costanti e so per il teorema fondamentale delle curve
che una 7 e una k cosl fatte, hanno per supporto una circonferenza e dunque la curva gamma
avra supporto in una circonferenza.

Esercizio 1.3.6 Sia v:R — R?, y(t) = (e’ cost, e’ sint,v/2e') (spirale logaritmica). Trovare
una parametrizzazione PLA della curva, calcolare inoltre curvatura e torsione.

Soluzione: Calcoliamo prima di tutto il modulo della velocita per vedere se 7 & regolare: 7/(s) =
(ef(cost —sint), ef(cost +sint), v/2e') e dunque ||7/(t)|| = v/2e2 4 2e2t = 2t > 0 per ogni t € R.
Dato che la curva e regolare cerco una riparametrizzazione per unghezza d’arco ripercorrendo la
dimostrazione fatta:

t
L(o,q) = /0 2e"du = 2! — 2
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Detto s il mio parametro della parametrizzazione PLA voglio che s = 2¢! —2: il —2 causa problemi

a livelli di conto e mi darebbe un dominio (—2,4+00); per questo applico una traslazione (abbiamo

mostrato che due riparametrizzazioni per lunghezza d’arco differiscono per un traslazione) e

considero s = 2¢! e dunque t = In 5. Con un abuso di notazione abbiamo adesso la nostra curva

7 : (0co) — R3 riparametrizzata per lunghezza d’arco:

V2
‘)

(s) = (g cos(In %)), % sin(In g), ve

5 5) = %(s cos(lng)),ssin(lng),\@s)

Possiamo adesso calcolare curvatura e torsione

1 1 2
v (s) = i(cos(lng —sinln §,sinln§ + coslng, \/5) = {(cosln(; + %),sinln(g + %), 1)

Poniamo adesso In($ + %) = a(s) con o/(s) = 1. Allora

v'(s) = \f( — %sin als), % cos a(s), 0)

e dunque k(s) = g en(s) = (—sina(s),cosa(s),0); k(s) > 0 sempre per il dominio di definizione

e quindi ho la biregolarita.
b(s) =t(s) An(s) = @(— cosa(s), —sina(s),1).

b’(s)g(%sin a(s), =1 cosa(s),0) = gn(s) = 7(s) = —g. Osserviamo in particolare che 7 =

—1

Proposizione 1.3.13 Sia v : I — R? biregolare PLA, sono fatti equivalenti:
1. 7 =costante;
2. Jug # 0 tale che < t(s), vy >=costante;

3. v & congruente a una curva del tipo y(s) = (a(s), B(s),as) dove a e \/(a/)? 4+ (B')? sono
costantt.

Una tale elica ¢ detta elica circolare

Dimostrazione:

2 = 3) Per ipotesi esiste vy € R? tale che < t(s),v9 >=costante. Sia P = vy e sia 7 : R? —

P la proiezione ortogonale. Per definizione, Vs € I si ha che v(s) = 7w(y(s)) + vog(s)
con ¢(s) funzione C*°. Derivando l'espressione di gamma e osservando che m ¢ lineare
si ha che 7/(s) = t(s) = w(7/(s)) + ¢'(s)vo = 7(t(s)) + ¢'(s)vp. Adesso < vg,t(s) >=<
vo, T(t(s)) > + < vo,v0g'(5) >= ||vo||®g’(s) =costante per ipotesi= ¢'(s) =costante e cioe
g(s) = as + ap = mi sto muovendo perpendicolarmente a P in maniera lineare as. Inoltre
1= t(s)l* = llm(t(s)II* + a®[lvo]|* = w(v(s))[|* & costante. Chiamado m(v(s)) = 1(s)
ho scoperto che ||1(s)|| =costante e v(s) = 1(s) + (as + ap)vy. A meno di traslazione per
—agvg ottengo y(s) = ¥(s) + asvg. A meno di elementi di SO(3) posso portare il piano P
nel piano z = 0 e vy andra automaticamente in e3A. Se A € SO(3) € un tale elemento, allora
Avy(s) = AY(s)+as(0,0,N). La tesi segue dal fatto che s — 1(s) ha velocita costante, giace
su A(P) = {z =0} e ||A¢/(s)|| =costante perché A non altera la norma;

3 = 2) Trovo vy che, per una curva "normale” ¢ (0,0,1) e prendo A € SO(3) che mi da la
congruenza: allora Avg e il vettore cercato;
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2=1) < wy,t>= acostante; derivando si ha < vg, kn >= 0 =< vg,n >= 0 poiché k & diverso da
0 per la biregolarita. Derivando ancora si ha < vy, =kt > + < vy, —7b >=0= —ak =7 <
vg, b >. Devo far vedere che < vg,b > & costante diverso da 0: Vale il teorema di pitagora
e pertanto |[vo||? =< vo,t >2 + < vo,n >2 + < vo,b >2= a®+ < vy, b >Z=< vg,b > &
costante e per continuita anche < vg,b > lo €. Supponiamo adesso che < vg,b >= 0= ak =
0= a=0= vl = 0 assurdo. Dunque < vo,b > & costante diverso da 0 e 7 = — 5=

1= 2) Cerco eplicitamente il vg: lo cerco della forma vy = at(s) + c(s)n(s) + d(s)b(s) con a
costante come richiesto dal problema. Dal punto precedente so so gia che < vg,n >= 0 e
< vp, b >= d costante: cerco quindi vy = at(s)+db(s). Derivando si ottiene 0 = akn+drn =
ak +dr = 0 e dunque ponendo d =1e a= —7 hovg = 7't + b e si ha la tesi.
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Capitolo 2

Varieta differenziabili

Riprendiamo la definizione di funzione C'*° definita su un insieme qualsiasi:

Definizione 2.1 Sia X C R" sottoinsieme qualsiasi e sia f: X — R"™; f & detta funzione C*
se Vp € X esistono un aperto U, di Rk che contiene p e una funzione F Up — R" che ¢ C™ tale
che fixnu, = Fixnu,- Una funzione che verifica tale proprieta ¢ detta anche funzione liscia

OSSERVAZIONE: f & C*° = f & localmente continua = f € continua: infatti U N X & aperto nella
restrizione e dunque f € localmente continua su X e se una funzione ¢ localmente continua, allora
e continua. OSSERVAZIONE: Siano f: X — Y, e g:Y — Z funzioni C*°, allorago f: X — Z ¢
C* e idx & C'°°: basta vedere con le estensioni;

Definizione 2.2 Siano 21 C R™, Qs C R" aperti e f : Q1 — Qo funzione C°; per ogni punto
p € O esiste unica mappa lineare dfy, : R™ — R™ tale che f(p+v) = f(p) + dfp(v) + o(||v]]) per
ogni v € Q1. La funzione df, prende il nome di differenziale di f in p

Proprieta del differenziale:
L. dfy(v) = limy_ L&) =@,
2. Sev: (—¢,e) = R, allora dyo(1) = 7/(0) (& una funzione vettoriale, e tutto funziona bene);
3. Siano f: 1 — Q2 e g: Qz — Q3 funzioni C*°, allora Vp € Q; si ha d(go f), = dgy) © dfy;

4. Sia f : Q9 — Qo, v € R™ e v : (—e,e) — R™ tale che 4/(0) = v e v(0) = p, allora
dfp(v) = (f ©7)'(0): infatti (f 07)'(0) = d(f 0 ¥)o(1) = dfy(0) © dro(1) = dfp(7'(0)) = dfp(v);

5. dfy = J(f)p = (J(f)p)ij con (J(f)p)ij = gij

OSSERVAZIONE: La proprieta 4 vale anche se 7 ¢ definita solo su [0,¢) poiché vale su ogni
intornino (—¢, €) e dunque funziona bene anche sulla restrizione. In particolare le derivate saranno
solo destre, ma tutto funziona bene.

Teorema 2.0.1 (Teorema di invertibilita locale) Sia f : Q1 — Qo funzione C* tra aperti
diR"; se p € Oy edf, : R" = R™ ¢ invertibile, allora 3Uy C Qy e Uy C Qo aperti, tali che p € Uy
e fio, 1 Ur — Uz € un diffeomorfismo.

Definizione 2.3 Sia X C R™ insieme qualsiasi, p € X. Il cono tangente a X in p é l’insieme

Cp(X) = {v € R™v = 4/(0) per qualche curva C* v : [0,e] — X,v(0) = p}. Lo spazio
tangente ¢ il sottospazio vettoriale T,,(X) = span(Cp(X))
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EsSEMPI:

1. Se © € R™ aperto = Cp(X) = T,(X) = R" poiché per ogni v € R" la curva y(t) = p+tv &
in Q per t € (—¢,¢) per qualche € = 7/(0) = v = Cp(X) =R™;

2. Sia H" = {(z1,...,2n) € R", 2z, > 0}; se p € H"OH" = C,(H") = T,(H") = R" come
sopra; se invece p € 0H" = C,(H,) = H" (vanno bene tutti i vettori che entrano in H" e
dunque T,,(H") = R™;

3. Se P = p+V ¢ un sottospazio affine di giacitura V, allora C,(P) = T,(P) = V: infatti
Vo € V la curva v : [0,e) — P, y(t) = p + tv & contenuta in P e +'(0) = v e dunque
v € Cp(P); viceversa, V7 : [0,&) — P ho 4/(0) = lim;o M = 4/(0) € V poiché V &
un chiuso e quindi il limite rimane dentro al chiuso V. Dato che valgono le due inclusioni

V = C,(P) = T,(P).

Proposizione 2.0.2 Sia f: X =Y funzione C>* con X CR™, Y CR", sia v € Cp(X),p € X.
Scegliamo arbitrariamente v : [0,e) — X con +'(0) = v (esiste per definizione di Cp(X)) e sia
F : U — R™ una estensione locale di f intorno a p. Allora dF, = (f o~v)'(0) e la scelta non
dipende né da vy, né da F.

Dimostrazione: Per calcolare dF,(v) posso calcolare dF,(v) = (F o+)’(0) e dato che ~y ¢ a valori
in X vale che dF},, = (f ov)'(0) = dF,(v) non dipende dalla scelta di F' (poiché ¢ eguagliato a un
membro che non dipende da F') e non dipende nemmeno da 7 perché ¢ uguagliato a un qualcosa
che non dipende da ~.

Definizione 2.4 Nelle notazioni precedenti, notiamo che (fo~)'(0) € Cyq(Y') per costruzione e
dunque possiamo definire il differenziale di una funzione C* come dfy : Cp(X) — Cyp,) (V)
come df,(v) = dFy(v) = (f o) (0). Poiché per costruzione df, = dFp e, x) = dfp si estende a
una applicazione lineare tra gli spazi tangenti in modo unico che viene denotata comunque con il
simbolo dfy : Tp(X) — Ty (X).

Proprieta del differenziale per funzioni qualsiasi:

L. Siano f : X = Y, g:Y — Z, allora d(go f), = dgsq o df, (¢ sufficiente scrivere la
definizione con le curve);

2. d(IdX) = IdTp(X);

3. Se f: X =Y &un diffeomorfismo (locale), allora df, : T,(X) — T, (Y) ¢ un isomorfismo

lineare

Le tre proprieta mettono in luce come il differenziale sia un funtore tra (Insiemi, mappe C*°) e
(Spazi vettoriali, Applicazioni lineari).

Definizione 2.5 X CR" ¢ una varietda k-dimensionale se € localmente diffeomorfa ad aperti
di R*, ovvero se Vp € X,3U che contiene p aperto in X e Q@ C R* aperto e p : U — Q
diffeomorfismo. Una tale ¢ si dice carta, la sua inversa ¢~ si dice parametrizzazione locale.
Un insieme di carte © cui domini ricoprono X si chiama atlante.

Lemma 2.0.3 Sia X una varietd k-dimensionale, allora Vp € X, Cp(X) =Tp(X), dimT,(X) =

k e per ogni carta ¢ : U — Q, ¥p € U vale T(X) = dcp;(lp) (RF)
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Dimostrazione: Sia ¢~! : Q — U diffeomorfismo, allora Vg € €, dgpq_l da una bigezione tra

i coni tangenti e un isomorfismo tra gli spazi tangenti (proprieta 3). Dunque T,,-1((X) =
dog H(Ty(2) = dyp—1()(Cq() = Cpi () (X) = dip ' (R¥) e dunque abbiamo un isomorfismo tra
RFeT o—1(q) (X)) che & dunque uno spazio dimensionale di dimensione k e questo conclude poiché
essendo ¢! un diffeomorfismo, per ogni p € U esiste un q. Nella dimostrazione si ¢ usato il fatto
che Cp(U) = Cp(X) e dunque T),(U) = Tp(X) che & ovvio in quanto U & aperto. A questo punto
Cp(X) = T,(X) e la dimensione ¢ k. Da rivedere

OSSERVAZIONE: Varieta diffeomorfe hanno la stessa dimensione in quanto un diffeomorfismo
da un isomorfismo sugli spazi tangenti e dunque preserva la loro dimensione.

OSSERVAZIONE: Se X e Y sono varieth X CR? e Y C R™ = X x Y C R*" ¢ varieta di
dimensione dimX + dimY

EseEmPIO: (1)Ogni aperto di R™ & una n-varieta;
(2)Ogni aperto di una n-varieta ¢ una n-varieta.

Esercizio 2.0.1 Mostrare che S™ = {(1, ..., zn11) € R""|||z]| = 1} & una n-varieta

Svolgimento: Dobbiamo esibire un’atlante per S™ (basterebbero due proiezioni stereografiche),
ma prendiamo delle carte piu semplici che sono le proiezioni: per ogni ¢ = 1,...,n + 1 pon-
go U = {z; > 0} e U = {x; < 0} che sono aperti in S™ per la topologia di sottospa-
zio. Detto B = B(0,1) C R definisco le mappe ¢ : U; — B tali che ¢ (21,...,2p11) =
(1, ooy Ny ooy Tpy1). Le funzioni (p;t & C™ perché restrizione della proiezione da R"t! — R”
e inoltre ¢ iniettiva e suriettiva su B banalmente. La sua inversa e %i : B — U; tale che

Yi(T1, .y Ty) = (xl,...,xi_l,i\/l - Z#i llz;l|, it1, ..., Tn € questa & una funzione C'*° perché
la radice e costantemente positiva o costantemente negatica. Poiché gli U; ricoprono S™ ho
dimostrato che S™ & una varieta n-dimensionale.

Teorema 2.0.4 (Teorema di invertibilita locale per mappe tra varieta) Sia f: X — Y
tra varieta, p € X. Se dfy : Tp(X) — Ty, (Y) € un isomorfismo, allora 3U; € X e Uz CY aperti
con p € Uy taly che f|: Uy — Us € un diffeomorfismo.

Dimostrazione: L’idea ¢ quella che una varieta ¢ localmente R* e dunque se riporto le funzioni da
aperti di R¥ in aperti di R” tramite le carte ottengo la tesi per il teorema di invertibilita locale.
Dalle ipotesi e dal lemma ricaviamo che dimX = dimY =k = Jp : V, = Qe ¢ : Vi(p) —
con Qy, Qs aperti di R¥ (con p € V},, f(p) € Vi(p)- A meno di restringere V), posso supporre che

f(Vp) € Vi (lo posso fare perché f & continua) e posso considerare la mappa g : Q1 — €

con g = o fopl.

(quello centrale lo ¢ per ipotesi) e dunque ¢ isomorfismo. Per il teorema di invertibilita locale
so che esistono Q] C Q1 e Qy C Qg aperti tali che g : Q] — Qf & diffeomorfismo; posto dunque
Ui = ¢ 1) e Uy = 1), questi sono aperti e fion = v~ 1lo gj, © P, ¢ diffeomorfismo
poiché composizione di diffeomorfismi con immagine Us.

Adesso dgy ) = dpep) o dfp © dgo;(lp) che e composizione di isomorfismi

Definizione 2.6 Sia f : X — Y tra varietd; f si dice immersione se dfy : Tp(X) — Ty (Y)
e iniettivo per ogni p € X.

OSSERVAZIONE: Non stiamo richiedendo l'iniettivita di f, ma solo del suo differenziale.

Definizione 2.7 Sia f : X — Y tra varieta; f si un embedding se ¢ un diffeomorfismo con
Uimmagine, cioée f: X — f(X) é diffeomorfismo.
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EsEmPI:
(1) Una curva regolare & una immersione: siay : R — R3 allora dryp o ¢ iniettiva o e I’applicazione
nulla, ma 7 ¢ regolare e dunque dvy, = # 0.
(2) L’inclusione i : S? — R3 & un embedding poiché & I'identitd sull’immagine.

Proposizione 2.0.5 Sia f: X — Y embedding, allora f é una immersione iniettiva.

Dimostrazione: Se f & omeomorfismo sull’immagine allora deve essere necessariamente iniettiva.
Inoltre se g : f(X) — X ¢ l'inversa C* di f, allora Vp € X dgy,) odfy = d(go f)p = Idr,(x) e
dunque df,, ¢ iniettivo.

OSSERVAZIONE: Non vale il viceversa della proposizione precedente (cioé esiste un immersione

iniettiva che non ¢ un embedding: Sia f : R — R? tale che f(t) = (#, lfr%), allora la sua
derivata (che ¢ il suo differenziale) vale f'(t) = ﬁ(l — 3t4,2t(1 — t*)) che & iniettiva poiché se

si annulla la seconda componente, la prima necessariamente ¢ diversa da 0 e dunque la matrice che
si ottiene (che ¢ la trasposta del vettore scritto) ha nel Ker solamente lo 0. Dunque la funzione f
¢ una immersione; mostriamo anche che ¢ iniettiva: supponiamo f(t1) = f(t2) con t1,t2 # 0 (se

. R . ) _ y(f(t)) _ y(f(t2)) _
uno dei due ¢ 0 necessariamente lo deve essere anche ’altro), allora t; = JFE) = a(F@) = to

dove z(s) = fi(s), y(s) = fa(s). Dunque f & una immersione iniettiva; mostriamo pero che non &
un diffeomorfismo con I'immagine: I'inversa di f ¢ la funzione g(z,y) = £ con g(0,0) = 0. Adesso
g non & continua nel punto (0,0) ad esempio se faccio il lim ) (0,0)9(2,y) questo dipende dal
cammino e non ottengo sempre (0,0)) e dunque g non ¢ un diffeomorfismo

Teorema 2.0.6 (Forma normale delle immersioni) Sia f: X — Y immersione tra varieta,
allora f ¢ localmente l'inclusione di un sottospazio vettoriale a meno di una opportuna scelta
di coordinate in arrivo, cioe Vp € X e ¢ : U, = 1 C R™ carta con U, intorno aperto di p,
I 2 Vi) — Q2 C R" tale che, a meno di restringere Uy, la funzione ¢ o f o el = Qe
definita e o f op™! = (x,0gn-m) per ogni x € Q.

Dimostrazione: Sia ¢ : Vi) — (o una carta qualsiasi intorno a Vy(,,) e restringiamo Uj, in modo
che g =1 o fop: Q) = Q sia ben definita. In questo modo ¢ & una mappa tra un aperto
di R™ e un aperto di R" e vale dg,,) = dyy o dfp o dgo;(lp) iniettivo poiché gli estremi sono
diffeomorfismi, e il centrale lo & per ipotesi. In particolare deve valere n > m. Osserviamo adesso
che se trovo un diffeomorfismo K : Q; — Q) aperti di R™ tale che K o g(x) = (2,0) ho la tesi
perché scelgo la carta K o per 'enunciato. Quello che devo fare € solamente trovare questa K.
In altre parole mi posso dimenticare di tutta la situazione sopra e posso identificare ¢(p) con p e
la mia f(p) tra varieta la leggo soltanto nella g che ho definito tra aperti. Abbiamo gia mostrato
come (nella nuova notazione) dg, ¢ iniettiva e pertanto mi sono gia portato dietro 'ipotesi.

Abbiamo dunque g : 21 — €9; quello che vogliamo fare e aggiungere a €27 le dimensioni mancanti:
considero quindi H € dg,(R™) in R™ con base {v1,...,vp—m} € definisco la funzione G : Qq x
R™™ — R" tale che G(z, (t1,...,tn—m)) = g(x) + > ;" tiv;. Adesso G & una funzione C*°
e mi basta mostrare che dG(, ) ¢ bigettivo per poter usare il teorema di invertibilita locale.
Dato che dG(, ) ¢ una applicazione lineare di spazi della stessa dimensione, mi basta dire che ¢
suriettivo per dire che e bigettivo. Possiamo scrivere g = G od con i : 21 — Q1 x R*"™ e dunque
dgy = dG ) o dip e dunque immagine di dG, ) contiene quella di dg,. Definiamo inoltre la
mappa j : R"™™ — Qq xR" ™™ tale che j(t1,...,tn—m) = (D, t1, ..o, tn—m); allora Goj(t1, ..., tn—m) =
g(p)+> 1" t;v; & una funzione affine il cui differenziale coincide con la sua parte lineare che ¢ un
isomorfismo tra R"™" e H in quanto i v; sono una base, ma allora I'immagine di dG, o contiene
I'immagine di d(G o j)o = dGpp o djo che & esattamente H. Dunque il differenziale dG (,0)
¢ suriettiva e quindi biettiva; posso allora applicare il teorema dell’invertibilita locale per cui
esistono ) C Q1 e B CR"™™ aperti e ) C Q tale che G| : Q) x B — Q5 & un diffeomorfismo.
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Posto adesso K = G~ si ha la tesi: infatti G(K(g(x)) = id(g(z) = g(x) = G(x,0) e per la
bigettivita di G si ha K(g(z)) = (x,0) come voluto

OSSERVAZIONE: La tesi ¢ vera punto per punto: df,, iniettivo per un certo p mi implica che
intorno a lui posso trovare I'inversa C'*.

Corollario 2.0.7 Sia f: X — Y immersione, allora Vp € X esiste U, intorno di p aperto in X
tale che f|: Uy — f(Up) ¢ diffeomorfismo.

Dimostrazione: A meno di una opportuna scelta di coordinate, f(x) = (z,0) in un intorno di p,
da cui si ha la tesi.

ATTENZIONE: f(Up) potrebbe non essere aperto in f(X) e dunque il corollario sopra non deve
trarci in inganno nel farci pensare che immersione iniettiva =embedding

Lemma 2.0.8 Sia f: X — Y immersione iniettiva, sono fatti equivalenti:
1. f é aperta sull’immagine;
2. f é omeomorfismo sull’immagine

3. f & un embedding (diffeomorfismo sull’immagine)

Dimostrazione: (3 =2 =1) e (1 = 2) ovvie;

(2 = 3) Devo far vedere che I'inversa ¢ C*>. Vp € X, 3U, aperto in X tale che f: U, = f(U,)e
diffeomorfismo, ma f(U,) ¢ aperto in f(X) perché f ¢ un omeomorfismo quindida g : f(U,) — U,
inversa di f deduco che Vg € f(X) esiste un APERTO di f(X) che contiene ¢ su cui g ¢ C;
dunque g ¢ C* e si ha la tesi.

Lemma 2.0.9 Sia f : X — Y una immersione iniettiva tra varieta della stessa dimensione,
allora f € un embedding.

Dimostrazione: f € una applicazione aperta per il teorema di invertibilita locale e dunque si ha
la tesi per il lemma precedente.

Discorso: Ho X e voglio costruire un atlante per X. Se non so ancora che X & varieta,
devo mostrare che carte e parametrizzazioni dono diffeomorfismi oppure dy iniettivo + roba
topologica). Se invece so gia che ¢ una varieta mi bastano immersione iniettive da aperti della
stessa dimensione

Teorema 2.0.10 (Forma normale delle sommersioni) Sia f : X — Y mappa tra varieta,
sia p € X tale che dfy : T,(X) — Ty (Y) sia suriettivo. Per ogni carta v : Vi, — Qa2 intorno a
f(p), ameno di restringere Vy,) esiste ¢ : U, — Q intorno a p tale che o fop™H(X) = n(X),
dove se m = dimX en = dimY la mappa 7 : Q1 — Qo e la proiezione sulle prime n coordinate
(ovvero f ¢é localmente una proiezione.

Dimostrazione: Per ipotesi, df, ¢ suriettivo e dunque m > n. Come per il teorema delle immer-
sioni, posso supporre direttamente che X = Q1 e Y = Qs e f: Q1 — Qs con p € )y tale che
dfp : R™ — R"™ ¢ suriettivo. Quello che voglio fare ¢ trovare un diffeomorfismo locale e dunque
devo trovare lo spazio da attaccare a () per avere le stesse dimensioni. Chiamo K = Kerdf,; vale
che dimK = m—n per la suriettivita. Definiamo la funzione 7 : R"™ — K la proiezione ortogonale
esia F: Q1 — Qo x K data da F(z) = (f(z),n(x)); la funzione ¢ C*° ovviamente. K & uno
spazio vettoriale e dunque Qo x K ¢ diffeomorfo a 29 x R™™", cioe a un aperto di R™ e dunque
F' & una mappa tra varieta della stessa dimensione. Mostriamo che df, ¢ iniettivo e dunque, per
dimensione, si ha che df, ¢ biettivo per dimensione. Osserviamo prima di tutto che 7 ¢ lineare
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e pertanto dm = 7 e dunque v € KerdF, < dF,(v) = (dfy(v),m(v)) = (0,0) & df,(v) =0 e
m(v) =0 veKev¢ K< v=0. Dato che dF, & iniettivo ¢ anche biettivo e dunque per il
teorema di invertibilita locale esistono a meno di restringere €27 e {29 e di scegliere un intorno B
di 7(p) € K, f si restringe a un diffeomorfismo F : Q; — Q; x B. L’inversa F~! = G ¢ il cambio
di coordinate che cerco: detto infatti 2] = Q9 x B, la composizione foG : Q3 x B — Qs & la pro-
iezione; infatti per costruzione, V(z,v) € Qo x B vale (z,v) = F(G(z,v)) = (fG(z,v), 7G(z,v)),
quindi z = f o G(x,v) che ¢ la tesi.

Definizione 2.8 Sia f : X — Y tra varieta; p € X si dice punto critico per f se df, non é
suriettivo, regolare se lo é. L’immagine tramite f dei punti critici definisce l’insieme dei valori
critici. ¢ €'Y si dice valore regolare se non ¢ un valore critico. Equivalentemente q un valore
regolare se e solo se TUTTI i punti in f~1(q) sono regolari

EsemMPIO: Sia g ¢ Imf = q & regolare.

Teorema 2.0.11 Sia f : X — Y tra varieta, m = dimX, n = dimY. Sia q € Y un valore
regolare, allora f~'(q) ¢ una varieta (chiusa) di dimensione m — n. Inoltre, Vp € f~1(q) vale

Tp(ffl(q)) = Kerdf,

Dimostrazione: Sia M = f~!(q) C X. Dato p € M, per il teorema precedente esistono certe
o : U, > Qe : Vy— Q tali che o fogp™ : Q — Q¢ la proiezione sulle prime n
coordinate. Adesso M N U, ¢ aperto di M ed e diffeomorfo a ¢(M N U,). Mi basta dire che
oM NU,) = p(f~Hq) NUy,) = (o fop ) ((q)) e dunque & la preimmagine di un punto
tramite una proiezione (intersecata {21) cioé un aperto di uno spazio affine della giusta dimensione.
Mostriamo che T),(M) = Kerdf,. Siap € M, Vv : (—e,e) = M con v(0) =p = (fo~y) =¢q
costante e dunque derivando (f ov)'(0) = 0 = df,(7/(0)) = T,(M) C Kerdf, da cui si ottiene
I'uguaglianza per motivi dimensionalei.

OSSERVAZIONE: Se f: R" — R = df, =' (Vf), gradiente di f in p. Dunque Kerdf, = Vflf-.
Dunque p ¢ punto regolare se e solo se V f;, # 0 e se ¢ ¢ valore regolare, allora p € f g =Me
Ty(M) =V [y

EsEMPIO: Mostriamo che S™ ¢ una n—varieta e T,(S") = p per ogni p. Infatti, posto f :
R — R tale che f(z) = ||z|? che & una funzione C*® = S™ = f~1(1) e {(Vf), = (2p1, .., 20n)
che si annulla se e solo se p = 0. Ma f(0) =0 # 1 e dunque 1 ¢ un valore regolare. Dunque, per
il teorema precedente, S & una n varieta e T,(S™) = 2p*+ = p*.

EsemMpIo: Consideriamo M = {(z,y,2) € R32? + y? — 22 = 1}. Questa & una 2-varieta:
consideriamo f : R — R tale che f(z,y,2) = 22 4+ y? — 22, allora f~'(1) = M e 1 & regolare
poiché Vf, = (2ps,2p,, —2p.) e si annulla solo in 0. Se facciamo la preimmagine di 0 abbiamo
un cono che non & una varieta!

Esercizio 2.0.2 Dimostrare che le quadriche non degeneri sono varieta
Svolgimento:

Definizione 2.9 Un gruppo di Lie G ¢é una varieta C*° con una struttura di gruppo tale che

le funzioni m : G x G — G tale che m(g1,g2) = g192 e i : G — G tale chei(g) = g1 .

EsEMPIO: GLy,(R) & un gruppo di Lie di dimensione n? in quanto & un aperto di M, (R)
(aperto perché & controimmagine di R — {0} tramite la funzione determinante e le operazioni
sono C* perché il prodotto ¢ un polinomio e l'inversa ¢ una razionale con denominatore diverso
sempre da 0.

22



Definizione 2.10 Sia G un gruppo di Lie, g € G = le mappe Ly : G — G e Ry : G — G tali che
Ly(h) = gh e Ry(h) = hg sono detti moltiplicazione a sinistra e moltiplicazione a destra.

Le due funzioni sono C*° e sono diffeomorfismi poiché (Lg)_1 =Lg1.

Definizione 2.11 Un omomorfismo di gruppi di Lie ¢ un omomorfismo di gruppi C>

Proposizione 2.0.12 Sia f : G — H omomorfismi di gruppi di Lie, allora rkdf, é costante,
ctoe non dipende da g

Dimostrazione: f omomorfismo implica che Vg,h € G f(gh) = f(g)f(h) cioe fo Ly = Lyg)o f
per ogni g € GG. Differenziando nell’identita di G otteniamo per ogni g € G

dfg o (dLg)e = d(f o Lg)e = d(Ly(g) © f)e = (dLf(g)) (e) © dfe

A questo punto i dL sono degli isomorfismi e pertanto il rango di df; ¢ costantemente uguale a
df. per ogni g € G

Definizione 2.12 Definiamo il gruppo di matrici SL,(R) = {A € GL,(R)|detA = 1};

Esercizio 2.0.3 Sia f: M — N tra varieta con df identicamente nullo, allora f é costante

Svolgimento: Passando in carta otteniamo una funzione da R™ — R” con differenziale nullo.
Per il teorema di Lagrange posso dire che la funzione ¢ costante su ogni componente vettoriale
dell’immagine.. posso dire di piu? si perché nel caso in considerazione vado in R e quindi vale
effettivamente Lagrange.

Proposizione 2.0.13 Il gruppo SL,(R) & un gruppo di Lie di dimensione (come varieta) n®>—1.

Dimostrazione: Per Binet, & un sottogruppo di GL,(R) e dunque la moltiplicazione tra due
elementi e I'inverso sono gia funzioni C'*° per default. Mi basta dunque mostrare che € una varieta
della dimensione che voglio: considero la funzione det : GL,(R) — R* e osservo che SL,(R) &
det~1(1). Pertanto se mostro che 1 & un valore regolare ottengo che SL,(R) & una varietd di
dimensione n? — 1. Osservo che la funzione determinante & un omomorfismo tra gruppi di Lie
(GL,(R) e R* e dunque il rk(d(det) 4) non dipende dalla matrice A scelta. Osserviamo inoltre che
d(det) o : TA(GL,(R)) = R™ — Tya(R*) = R perché sono aperti negli spazi. Questo significa
che il rango della matrice differenziale o &€ sempre 1 o &€ sempre 0. Vorrei mostrare che questo rango
¢ sempre 1 per dire che il differenziale & sempre surgettivo. Supponiamo che d(det) 4 = 0 per ogni
A € GL,(R), allora la funzione det sarebbe localmente costante per I’esercizio precedente, ma cio
e falso: basta scegliere

1+t

0
V() =

o O O

0

1
: 0
0 0
e dunque det(y(t)) = 1+t che non & costante in un intorno dell’identitd. Dunque il rango &
costantemente 1 e si ha la tesi.

Esercizio 2.0.4 Mostrare che la funzione d(det); : Mp(R) — R ¢é tale che X — tr(X).

Soluzione: Prendiamo una curva y(t) = I +tX e calcoliamo il differenziale con la definizione: ...
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n(n—1) .
2

Proposizione 2.0.14 O(n) é un gruppo di Lie di dimensione

Dimostrazione: Come prima, sappiamo che ¢ un sottogruppo di GL,(R) e pertanto abbiamo
gia che moltiplicazione e inversione sono funzioni C'*°. Come prima prendiamo una funzione
e cerchiamo di vedere O(n) come preimmagine di un valore regolare: se lo facciamo, abbiamo
vinto. In particolare scegliamo la funzione F' : GL,(R) — S, (R) con S, (R) matrici simmetriche,
tale che A —! AA. Osserviamo che O(n) = F~1(I) e dunque se I & regolare abbiamo la tesi.
Questa volta non abbiamo un omomorfismo di gruppi di Lie e pertanto € necessario calcolare ”a
mano” il differenziale della funzione F' in un punto A fissato (e dunque per ogni A) e mostrare
che ¢ suriettivo: dFg : Ta(GLn(R)) = My(R) — Tp(a)(Sn(R)) = Sy, poiché sono spazi vettoriali.
Prendiamo allora X € T4(GL,(R)) e calcoliamo dF4(X): per farlo definiamo la curva 7(t) =
A+ tX (definita in (—¢,¢) e dunque, per definizione, dF4(X) = (F ov)'(0) = (*(A + tX)(A +
tX)))'(0) = FAA+t(PAX +t X A) + ()P X X))'(0) =8 AX +! X A. Vogliamo adesso mostrare
che questa mappa e suriettiva, ovvero che per ogni S € S,(R), esiste una X € M, (R) tale che
PAX +t X A = S. Per farlo mi basta scegliere X = % e si ha la tesi. Quindi il differenziale in A ¢
suriettivo per ogni A e dunque 'identita & un valore regolare. La sua preimmagine & esattamente
) . T . 2  n(n+l) _ n(n—1)
il gruppo ortogonale che ¢ pertanto una varieta di dimensione n® — =5— = =5

OSSERVAZIONE: Abbiamo anche mostrato qualcosa di piu, ovvero il T7(O(n)) sono le matrici
antisimmetriche: infatti X € T;(O(n)) = Ker(dFy) & 0=dF; &X +X =0&! X = - X & X
antisimmetrica. In particolare se partiamo dall’identita e ci muoviamo in O(n), la velocita iniziale
€ una matrice antisimmetrica.

OSSERVAZIONE: Per le varieta vale che: connesso < connesso per archi C? < connesso per
archi C™ a tratti < connesso per archi C*°. (le implicazioni su R™ sono banali perché R"
¢ localmente connesso per archi, l'ultima basta usare un trucco (che rivedremo) cioe¢ azzero la
velocita nei punti singolari e poi riparto girando).

Proposizione 2.0.15 O(n) ha due componenti connesse che sono SO(n) e O(n) — SO(n)

Dimostrazione: Mostriamo ’enunciato per pezzi:

1. SO, (R) & connesso (per archi): Definiamo per ogni # € R la matrice
cosf) —sinfd
rot(0) = (sin& cosf )

che rappresenta la rotazione di un angolo f. Data una A € SO(n) il mio scopo & congiungerla
alla identita con un arco. Dai teoremi di geometria 1 sappiamo che esiste una B € O(n)
tale che
rot(6y)
rot(62)
-1
BAB™ = rot(6;)
Ip
—I,

In realta, dato che il determinante della matrice deve essere 1 trovo che k = 2p e posso
quindi sostituire la diagonale grande 2p con p blocchi uguali a rot(m). La forma canonica
ha pertanto rotazioni e identita. Vogliamo adesso connettere I'identita con questa matrice
e poi tramite coniugio (che ¢ una funzione continua) la riportiamo su A. Scelgo quindi la
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funzione v : [0, 1] — SO, (R) tale che

rot(th;)
rot(tbs)
y(t)=B"! B
rot(t0;)
I

Vale banalmente che v(0) = I e v(1) = A. L’immagine di v(t) appartiene a SO, (R) per
ogni t € [0,1] e v & una funzione continua. Si ha quindi la tesi.

2. O(n) — SO(n) & connesso: Consideriamo la matrice B : O(n) — SO(n) e 'applicazione
continua Lp : O(n) — O(n) tale che A —— BA. Questa applicazione scambia SO(n) con il
suo complementare ed € una applicazione continua; dato che I'immagine di un connesso e
connessa, allora O(n) — SO(n) & connessa

3. O(n) non & connesso: Basta considerare che O(n) € la controimmagine dell’insieme
sconnesso {—1,1} attraverso la funzione continua determinante; pertanto O(n) & sconnesso
ed ¢ unione delle due componenti connesse SO(n) e O(n).

Proposizione 2.0.16 GL,(R) si retrae per deformazione forte su O(n) in modo che GL" si
retrae su SO(n) e GL™ si retrae su O(n) — SO(n); cioé esiste F' : GL,(R) x [0,1] — GL,(R)
continua, tale che F(A,0) = A e F(A,1) € O(n) A € GL,(R) e inoltre F(A,t) = AVA €
O(n),t € [0,1].

Dimostrazione:  Vogliamo usare in maniera continua l’algoritmo di Gram-Schimdt: data una
matrice A = (v1]...Jvn) € GL,(R), allora vy, ...,v, € una base di R". Ricordiamo i primi passi
dell’algoritmo di Gram-Schimdt che porta una base dello spazio in una base ortonormale dello
spazio (quindi nel nostro caso porta una matrice A € GL,(R) in una matrice di O(n):
v = HZ%H )

.

"o / / /I 2
Uy = U2— < V2, U1 > %] — Uy = ||U§'H

vy = v3— < U3, V] > vj— < v3,v5 > vy —> vy = ”Zii’:u
Osserviamo che tutte le operazioni sono funzioni C'*° e che, inoltre, & garantito ad ogni passo che
sia ancora una base dal fatto che viene mantenuto il v; corrente svincolato dalle varie operazione
(viene conservata la bandiera. A questo punto implementiamo dinamicamente (cio¢ in funzione del
tempo) l'algoritmo. Dividiamo l'intervallo [0, 1] in k intervalli e agiamo in questo modo: in [to, 1]
normalizzo il primo vettore; in [t1, t2] ortogonalizzo il secondo vettore e in [to, t3] lo normalizzo.
Continuo questo procedimento fino a aver ortonormalizzato tutta la base nell’intervallo [0, 1].
Questo algoritmo implementato in questo modo dinamico crea 1’omotopia cercata.
OSSERVAZIONE: In realta F' ¢ anche C* su GL,(R) x [0, 1] per qualche partizione 0 = ¢y <
<ty =1.

Corollario 2.0.17 I gruppo GL,(R) ha due componenti connesse, GL*, GL™

Dimostrazione: F(jt) € una equivalenza omotopica tra GL,(R) e O(n) e pertanto preserva le
componenti connesse e le componenti connesse per archi.
FATTI:

1. SO(2) & diffeomorfo a S! tramite il diffeomorfismo (¢ banalmente iniettiva, suriettiva e

C>): S — SO(2) tale che (z,y) — <Zz _xy>
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2. SO(3) & omeomorfo a P3(R). Consideriamo il disco D? = {v € R3|||v|| < 1} e costruiamo
la seguente mappa 1 : D3 — SO(3) tale che 0 # v —rotazione di asse span(v) e angolo
m||v|| ”positiva rispetto a v” e ¥(0) = id. 1 ¢ suriettiva e dato che vado da un compatto
ad un Hausdorff la funzione si fattorizza al quoziente come un omeomrfismo; il quoziente

¢ esattamente il disco in cui identifico i punti antipodali di norma massima e questa ¢ la
definizione di P3(RR)

Definizione 2.13 Sia M C RN una k-varieta. Allora un campo tangente (a volte detto sem-
plicemente campo) ¢ una funzione C> v : M — RN tale che v(p) € T,(M),Vp € M. Un campo
normale ¢ una funzione C® n: M — RN tale che n(p) € (T,(M))* per ogni p € M.

ESEMPIO: Due campi normali di S™ sono: ny,ng : 8™ — R t.c. ny(p) = p e na(p) = —p.

Definizione 2.14 Un frame di una varieta M di dimensione k € una k-upla di campi tangenti
V1, ..., U tali che vi(p),...,vp(p) sia una base di T,(M) per ogni p € M. Un frame locale é un
frame su un qualche aperto di M

Definizione 2.15 Una varieta M si dice pettinabile se esiste un campo tangente v su M tale
che v(p) # 0 per ogni p € M. M si dice parallelizzabile se ammette un frame globale.

OSSERVAZIONE: Una varieta parallelizzabile € pettinabile: basta scegliere vy del frame per
avere la tesi perché per essere una base v; deve essere diverso da 0 per ogni p € M

Proposizione 2.0.18 La sfera S% non ¢ pettinabile (e dunque nemmeno parallelizzabile)

Dimostrazione: Consideriamo il fibrato unitario U = (p,v)|p € S%,v € T,,(5?%), ||v]| =1 C §2 x R3,
Mostriamo come primo fatto che U ¢ diffeomorfo a SO(3): osserviamo che se (p,v) € U, allora
pLlv e sono entrambi unitari: definiamo la mappa f : U — SO(3) tale che (p,v) — (p|v|p A v).
Per l'osservazione fatta, questa ¢ una mappa ben definita (p A v & l'unico vettore che completa
a base ortonormale positiva il sistema (p,v)), ¢ banalmente C*°, ¢ suriettiva e iniettiva: la sua
inversa e tale che (v1|va|vs) — (v1,v2) ed & continua e C*°. Vale dunque che U ¢ diffeomorfo a
SO(3).

Supponiamo adesso per assurdo che S? sia pettinabile, ovvero esiste v : S? — R? tale che v(p) # 0
per ogni p € S%2. A meno di normalizzare v (lo posso fare perché ¢ una funzione C*), vale che,
per ogni p € S2, (v(p),p Av(p)) & un frame su S? in quanto v(p) & sempre diverso da 0. (trovare
un frame significa banalizzare il fibrato). Definiamo allora la mappa v : S? x S' — U tale che
(p,cos@,sin @) — (p,v(p) cos@ + p Av(p)sinf). Poiché v(p),p A v(p) sono una base ortonormale
di R? = Tp(S2) ho una bigezione continua da un compatto a uno spazio T2 ed e pertanto un
omeomorfismo. Vale quindi che U & omeomorfo a S? x S'. Abbiamo pero un assurdo in quanto
il gruppo fondamentale di SO(3) = P3(R) & Z/(2), mentre il gruppo fondamentale di S% x St &
Z. Dunque la sfera non ¢ pettinabile.

Definizione 2.16 Sia M una k-varieta, una orientazione su M ¢ la scelta di una orientazione
su Tp(M) per ogni p € M in modo che la scelta sia localmente coerente, cioé ¥p € M esiste
un intorno aperto U, di p e un frame locale (vq,...,v5) : U — RY tale che (v1(q),...,vx(q)) sia
positiva per ogni q € U,.

Definizione 2.17 Sia ¢ : Q@ — U C M una parametrizzazione locale (inversa della carta n.d.r.)
e sia §2
subseteqRF con k = dimM. Si dice che

8@ o _1,... 8SO O(p_l
6951- 8xn

e il frame indotto da ¢ su U

= d(pso—l(j (61), ceny d(p@_l(j (61)
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Definizione 2.18 Sia M una k—varieta: un atlante orientato su M ¢é un atlante {U;, p;} di
M tale che Jac(npjnpi_l)p abbia determinante positivo per ogni p € ¢;(U; NU;).

Lemma 2.0.19 Sia {(U;, vi)} un atlante orientato, allora esiste una orientazione su M per cui
i frames locali associati alle p; siano positivi in ogni punto. Tale orientazione prende il nome di
orientazione indotta dall’atlante

Dimostrazione: per ogni p € M voglio mostrare che le basi definite dalle ¢; su T),(M) sono
equivalenti: se dimostra questo ho finito perché dichiarandole positive ho, per costruzione, una
scelta dell’orientazione dei T),(M) localmente coerente (questa cosa funziona grazie a frames
locali indotti: dichiarando che i frames nel punto p di intersezione sono equivalenti ho la buona
definizione e ho vinto). Siano allora ¢; : U; — §; e ¢; : U;j — §; carte dell’atlante; per p € U;NU;
devo confrontare

(do; ' (e1), ... dp; M (er)) in o;(p)

(A} (er), .. dgy  (er)) in 0;(p)

che sono le basi indotte dalle carte. Queste basi sono equivalenti se e solo se sono equivalenti le
loro immagini tramite l'isomorfismo (dy;), e le immagini sono:

(d(pj o 0; )(er), ..., d(w; 0 ;) (ex))

e (e1,...,ex) che sono equivalenti per definizione di atlante orientato (la Jacobiana & proprio la
matrice del cambio di base) e quindi si ha la tesi.

Definizione 2.19 Una varieta M si dice orientabile se ammette una orientazione, si dice
orientata se é dotata di una precisa orientazione.

Proposizione 2.0.20 M k—wvarieta e orientabile < M ammette un atlante orientato

Dimostrazione: (<)Segue direttamente dal lemma,;

(=)Supponiamo che M sia una varieta orientata e prendiamo un atlante qualsiasi {(U;, ¢i)}.
Possiamo supporre a meno di restringere gli aperti e aumentare il numero di carte che gli U; siano
connessi per ogni i. A partire da questo atlante ne voglio costruire uno orientato. Mostriamo
che (dy;), o € positivo per ogni p € U; o € negativo per ogni p € U;: infatti, a meno di restrin-
gere ulteriormente gli U;, posso assumere che esista un frame (v1,...,v;) : U; — RY che induce
I'orientazione di T},(M) per ogni p € U; (¢ la locale coerenza che ho per ipotesi). Allora

A = (dpi)p(v1(p)), (dpi)p(v2(p))---, (dpi)p(vr(p))

& una base di R perché immagine di una base che dipende in maniera C™ da p. Per cui la
funzione che manda p — detA ¢ continua e non si annulla mai e dunque, per la connessione di
U; il det € sempre positivo o sempre negativo. Questo mi implica che o dy; ¢ maggiore di 0 in
ogni punto o € minore di 0 in ogni punto; adesso se dy; > 0 in ogni punto 1; = ;, se invece
dp; < 0, allora pongo ¥; = r o ¢; dove r & una riflessione di R¥ che ha determinante negativo.
Scegliendo adesso l'atlante {(U;,;)} si ha la tesi in quanto tutte le 5, hanno differenziale con
determinante positivo.

Proposizione 2.0.21 Sia M una varieta connessa e orientabile, allora M ammette esattamente
2 orientazions.
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Dimostrazione: Ne ammette almeno una per definizione, inoltre, invertendo il primo elemento
del frame, ne ammette anche un’altra. Dette O e Oy le due orientazioni scelte, se esistesse una
terza orientazione Oj allora grazie alla locale coerenza avrei che O3 e O coincidono su un aperto
e allo stesso modo Oy e O3 coincidono su di un aperto. Ho dunque una partizione di M in due
aperti e, per la connessione, O3 deve coincidere con una delle due orientazioni

Proposizione 2.0.22 Sia M C RY wuna ipersuperficie (cio¢ dimM = N — 1), allora M ¢
orientabile < ammette un campo normale mai nullo

Dimostrazione: (<)da rifare bene
(=) Per ipotesi, esiste un ricoprimento di {U;} di M tale che per ogni U; sia definito un frame
vi, ., v Up — RY tale che se p € U; N Uj allora le basi vt (p), ..., vi_; (p) e v1(p), ..., v _1 (D)
basi di T,(M) sono equivalenti. Posso supporre i frames orotnormali applicando I’algoritmo di
Gram-Schimdt, che non muta le classi di equivalenza (la matrice del cambiamento di base ¢ una
matrice triangolare superiore il cui determinante & positivo). Pongo adesso N; : U; — R con
N;(p) = viA...Av}y_; e ottengo un campo normale unitario (e quindi mai nullo) e tale che per ogni
p € U; vi(p),...,v&_1(p), Ni(p) & una base ortonormale positiva di RY. N; & C* e per concludere
devo far vedere che N; = N; su U; NUj. Sia a questo punto A la matrice del cambio di base tra i
vfl ei v{l che, dato che i frames sono equivalenti, ha determinante maggiore di 0. Osserviamo che
N;(p) e N;j(p) sono vettori unitari di (7,(M))* (che ha dimensione 1) e dunque si ha la relazione
N;(p) = £N;(p). La matrice del cambiamento di base tra v, ...,v%_;,N; e v],...,vy_;, N, & una
0 . R . o,
0 8) dove N;(p) = eN;(p). 1l suo determinante e positivo poiché
le basi sono state entrambe completate con il prodotto vettore e pertanto sono entrambe basi
ortonormali positive. Dato che sappiamo che detA > 0 = ¢ > 0 e questo coincide col dire che
N; = Nj. Posto adesso il campo normale come N : M — R in modo che Ny, = N; si ha una
buona definizione e la tesi.

matrice a blocchi del tipo <A

Corollario 2.0.23 Sia Q C RY aperto, f : Q — R (ho bisogno di f C*?) e sia A\ un valore
regolare, allora f~1(\) = M ¢é una N? — 1 varieta orientabile.

Dimostrazione: Sappiamo gia che € una varieta della dimensione giusta per un lemma gia dimo-
strato. Per dire che & orientabile e sufficiente trovare un campo normale. Definisco allora per
ogni p il campo normale N : M — RY dove N(p) = (Vf), = !(df),. Poiché \ & regolare, allora
N(p) # 0 per ogni p. Inoltre Tp(M) = (Vf)y = N(p) € (Ip(M))* e N & C*.

OSSERVAZIONE: S™ e SL,(R) sono varieta orientabili, in quanto luoghi di zeri regolari
(rispettivamente della funzione norma—1 e della funzione determinante—1.

OSSERVAZIONE: Una varieta parallelizzabile ¢ orientabile (il viceversa ¢ falso, la sfera n-
dimensionale ne € un controesempio.
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Capitolo 3

Teoria Metrica delle superfici

In questo capitolo studieremo le 2-varieta in R3 dal punto di vista metrico. Per tutto il resto del
capitolo chiameremo S C R? una superficie, ovvero una varietd 2-dimensionale. Per comodita
supponiamo S sempre orientata coerentemente con un campo normale N (come appena visto),
ciot v1,v2 sono una base positiva di 7,(S) < v1, v, N(p) & una base positiva di R?

Definizione 3.1 Chiameremo I forma fondamentale la restrizione a T,(S) del prodotto sca-
lare standard di R®. In particolare se ¢ : @ — U C S & una parametrizzazione locale, essa induce
un frame che é (g—f ol g—f oYY (u,v sono le coordinate standard che adotteremo per Q. I
coefficienti della I forma fondamentale rispetto a ¢ (rispetto alla base di T,(S) indotta da ¢)

sone: oo 0 9o O dp O
gy dp _. 9P 9¥ _ 9% 9o
<8u’(’9u> F <8u’8v> G <8U 61}

e la sua rappresentazione matriciale (in questa base) é pertanto:

(¥ o)

Osserviamo che E, F,G sono funzioni che partono da Q) e finiscono in R. Si indica con I(z,w)

E =

N.B.: A volte si confondono le funzioni definite su Q con quelle corrispondenti (tramite ¢ e
¢~ 1) definite su U. A volte non & un problema, ma quando si deriva mi raccomando stai attento!

Definizione 3.2 Chiamiamo mappa di Gauss la mappa N : S — S? dove N ¢ il campo
unitario coerente con l’orientazione di S. (la penso come una funzione da una superficie a una

superficie)

OSSERVAZIONE: Dalle definizioni discende direttamente che T,(S) = N(p)*t = Ty, (5?),
dunque dN,, : T,(S) — T(Np)(SQ) ¢ un endomorfismo di 7,,(5)

Proposizione 3.0.1 dN, ¢ un endomorfismo autoggiunto per ognip € S.

Ricordiamo che f & autoaggiunto se e solo se < v, f(w) >=< f(v),w > per ogni v, w. Dobbiamo

dunque verificare che < dN,(v), w >=< v, dN,(w) > per una base v,w € T),(S). Come base, fisso
una parametrizzazione locale ¢ intorno a p e come base prendo il frame indotto (6‘p Ogo_l, gf op™1).
Devo dunque controllare I'uguaglianza < dN, (gwogp*l) 90 Lop! >=< a—“704,0*1) dN, (av op~1) >

mpequebtaevemseesoloSe<alN(6 ),g—f> <6“0 dN( £) > in ¢~ 1(p) che & vera se e

ONop Op Oy BNoap
solo se < =55, 55 >=< 35, >.
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Consideriamo allora la funzione < N o ¢, g—i > che e costantemente nulla su €2 poiché N o ¢ &
normale a ¢(p). Derivando rispetto a v tale funzione si ottiene

ON oy Op 0%
ov ' ou >t <Neg, Oudv

0=< >

Allo stesso modo consideriamo la funzione < N o ¢, g—f > che & costantemente nulla e derivando
questa volta rispetto a wu si ottiene:

ON oy Oy 0%

0=< 9u oo >+ <No go,aa

Utilizzando adesso il teorema di Schwartz di commutazione delle derivate e confrontando le due
equazioni si ha la tesi.

Definizione 3.3 Chiamiamo II forma fondamentale su T,(S) la forma bilineare ottenu-
ta "twistando” la I forma fondamentale con dN, cioé: II(w,z) = I(w,—dNp(z)) = — <
w,dNy(z) >. Osserviamo che per la proposizione precedente la II forma fondamentale é un
prodotto scalare generico. I coefficienti della II forma fondamentale (rispetto al frame indotto da
®) sono:

_ype Oy _0p O O
—Il(au,au)— < 5. d]\fa =<3, 2,Nog0>
Op Op 890 dy 0%
= 1122, %2 N, N
J=G, 5) =~ < 5w Mg, gudu’ " 0¥
dp Oy &p Op 0%
=11y 50 =~ < 50 W, >=< gz Vo>

Dove i coefficienti sono stati ottenuti con lo stesso trucco usato nella proposizione precedente.

Definizione 3.4 Sia v : I — S una curva PLA. Si dice curvatura normale di v in t il la
funzione kn(t) =< ~"(t), N(y(t)) >

Proposizione 3.0.2 Sia v : I — S PLA, allora k,(t) = II(v'(t),~'(t)); in particolare la
curvatura dipende unicamente da ' (t) (quindi é una proprieta intrinseca della superficie)

Dimostrazione: Poiché ~'(t) € T, (S) e N(v(t)) (T,(S))* ho di nuovo l'identita: 0 =
7' (t), N o~ >; allora, derivando in ¢ si ha 0 =< v"(t), N(v(t)) > + < ~'(t), dNy) (7' (1)) >chee
la tesi.
Il fatto che dN, sia un endomorfismo autoaggiunto ci dice anche che esiste una base ortonor-
male di autovettori per dN,. Possiamo allora dare la seguente:

Definizione 3.5 Gli autospazi di dN, prendono il nome di direzioni principali, gli autovalori
di AN, si chiamano curvature principali. Osserviamo che se dN, = Xl allora tutte le direzioni
sono principali; altrimenti ce ne sono esattamente due e sono tra loro ortogonali. Chiamiamo
inoltre curvatura media la semisomma delle curvature principali (ovvero tr(dN” . Infine il pro-
dotto fra le due curvature principali (ovvero det(—dNp) = det(dN,)) prende il nome di curvatura

di Gauss e di solito viene indicata con k(p)

Definizione 3.6 Sia v :I — S; si dice che gamma ¢é una linea di curvatura se v'(t) giace in
una direzione principale; si dice linea asintotica se I1(v'(t),~'(t)) =0
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OSSERVAZIONE: Se 7 : I — S & una curva PLA e v1,v2 una base ortonormale di 7', (S) che
diagonalizza dN,, allora +/(t) = vi cosf + vasin® per qualche § € R poiché vy, ve,v/(t) hanno
tutti norma 1. Otteniamo dunque II(y/(t),~'(t)) = II(v1 cos + vy sinf, vy cos + vesinf) e per
la bilinearita si ha 1'uguaglianza con cos? 011 (vy,v1) + sin? 011 (vq,v2) + 2sin 6 cos 011 (vy,ve) =
k1 cos? @ + kg cos? § con ky, ks curvature principali (I'ultima uguaglianza deriva dallo svolgimento
della seconda forma con la definizione). Allora tutte le curvature normali sono combinazioni
convesse di k1 e ko e inoltre ki, ko sono il massimo e il minimo delle curvature normali passanti
per 4(t).

ESEMPIO:

1. Sia S una porzione di piano: posso scegliere N =costante. Tutte le curvature di annullano
in quanto dN, = 0. Dunque tutte le curvature sono curvature nulle;

2. Sia S = S2; posso porre N = id poiché (T,(S))* = span(p) = dN, = I per ogni p € S? e
le curvature principali sono tutte uguali a —1. La curvatura di Gauss vale invece 1;

3. Consideriamo il cilindro S = S x R C R? x R = R3. Chiamiamo 7 : R® — R? la proiezione
sulle prime due coordinate: allora 7w(p) = N(p) per ogni p € S. Siccome pi ¢ lineare
dN, = dm, = m, ristretto a un opportuno sottospazio; cerchiamo di capire chi ¢ questo
differenziale: per ogni p € S, T,,(5) & generato da due vettori ortonormali vy, v2 (che sono
il verticale e l'orizzontale. Vale dunque che dN,(vi) = m(v1) = 0 e dNp(v2) = w(v2) = v2
e questa ¢ dunque una base di autovettori. Abbiamo percid mostrato che le curvature
principali sono k1 = 0 e ko = —1 e la curvatura di Gauss ¢ k(p) = 0 per ogni p € S

Definizione 3.7 Diciamo che un punto p € S & un punto:

Planare: se dN, =0

Parabolico: se dN, # 0 ma k(p) =0 (cioé dN, ha rango 1)

Ellittico: Se k(p) > 0 (cioé le curvature principali sono concordi non nulle)

Iperbolico: Se k(p) < 0 (cioé curvature principali discordi non nulle)
Lemma 3.0.3 [ grafici di funzioni C*™ da Q aperto di R? in R sono superfici

Dimostrazione: Sia S = graf(y), allora le mappe

Q — S S — Q
(w,v) = (u,v,0(u,v)) (z,y,2) = (2,9)

sono diffeomorfismi globali. Ho quindi trovato un atlante e mostrate che S ¢ una varieta.
Notazione: D’ora in avanti useremo la notazione X, per indicare la derivata parziale della
funzione U rispetto al vettore u
EsEMPIO: Vogliamo calcolare le curvature principali della sella descritta dal grafico della
funzione ¢(u,v) = u? — v? nel punto p = (0,0,0). consideriamo la parametrizzazione locale
(globale) X : R? — R3 tale che X (u,v) = (u,v,u® — v?). Applichiamo un metodo generale che
sara comodo anche in altri problemi:
(1)Calcoliamo X,,, X, e pongo N = % e lo posso fare poiché X,,, X,, & una base dello spazio
tangente;
(2)Ricordiamo che II(a,b) = I(a,—dNy(b)); per cui se A = FoG
matrici che rappresentano la prima e la seconda forma fondamentale nella base X,,, X, allora per

>eB—(; g) sono le
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ogni (w, z) € R? deve valere 'wBz = ‘wA(—M)z dove M & la matrice che rappresenta —dN,, nella
base X, X,. Vale dunque che M = —A~1B. A questo punto il calcolo di dN), risulta essere molto
piu facile (computazionalmente) poiché i coefficienti E, F, G, e, f, g sono al piu prodotti scalari di
derivate parziali di u e v. Osserviamo anche che det(M) = det(dN,) = k(p) = Zﬁig; che € una
operazione molto facile.

Adottiamo allora questo algoritmo per quanto riguarda la nostra sella con parametrizzazione

locale X = (u,v,u® — v?):

X = (1,0,2u)
X, = (0,1, —2v)
_ (—2u,20,1))
= Tt
Xuu = (0,0,2)
Xuw = (0,0,0)
X = (0,0,-2)

E=<Xy,X,>=1+4u>—1
F=<X,,X, > —4uv —0
G=<X, X, >=1+4% —1
e=<Xyu, N >= —2___ 2

V 1+4(u2+v?
f =< Xpy N>=0—0

g=<Xyp,N>=——~2_— — -2

v 1+4(u2+v?

wa=-(3 ) (2 %)= (2 9)

Le curvature principali sono pertanto k; = 2, ko = —2; la curvatura di Gauss vale k(p) = —4 e il
punto ¢ un punto iperbolico.

OSSERVAZIONE: il determinante della matrice A & sempre positivo poiché ¢ il prodotto scalare
di R3 che ¢ definito positivo; dunque il segno della curvatura di Gauss ¢ determinato solamente
dal segno del determinante della matrice della seconda forma fondamentale.

e dunque vale che

Definizione 3.8 Sia v : I — {(z,y,2) € R%ly = 0,2 > 0} un embedding (cio¢ una curva
regolare che é diffeomorfismo con limmagine); in particolare v(t) = (o(t),0,%(t)). L’insieme
S ottenuto facendo ruotare il supporto di v intorno all’asse z prende il nome di superficie
di rotazione. Prendiamo in particolare il supporto di X : I x R — R3? tale che X(u,v) =

(p(u) cosv, p(u) sinv, P (u))

Proposizione 3.0.4 Opportune restrizioni di X forniscono un atlante per la superficie di rota-
zione S descritta come nella definizione precedente. Pertanto S é una superficie (nel senso di
varieta,).

Dimostrazione: X € una funzione chiaramente suriettiva e C°°. Posso definire su SN{z > 0} una
sua inversa in questo modo:SN{z > 0} — Ix(—%,3) tale che (z,y,2) — (v ' (/22 + 32,0, z), arctan(%))
(stiamo usando che v ¢ diffeomorfismo con I'immagine e dunque posso prenderne 'inversa). Re-
stringendomi in modo analogo agli altri intervalli di grandezza m si trova una inversa locale di X
che copre tutto il dominio e questo fornisce proprio un atlante.
Data adesso la parametrizzazione locale X (u,v) = (¢(u) cosv, p(u)sinv, ¥ (u)) di una super-
ficie di rotazione vogliamo calcolare la prima e la seconda forma fondamentale e le curvature:
Xu = (¢ cosv, ¢’ sinwv, ¢')
X, = (—psinv, pcosv,0)

N = W(—w cos v, _1/) Sinv? SOI)
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Xy = (¢" cosv, " sinwv, ")
Xuw = (—¢' sinw, ¢’ cos v, 0)
Xyu = (pcosv, —psinv)

Da cui:

I ((@/)2 4 (¢/)2 0 ) - 1 <¢/¢/, o 90,/1/}/ 0 >
o ¥ @PE+@2\ 0 ey

Da cui otteniamo quello che ci interessa di piu ovvero:

1 SO/T/)”*WN / O
—dN, =TI =1= @2+
( o %

Definizione 3.9 Data una superficie di rotazione le curve del tipo t — X (t,vo) prendono il nome
di meridiani; le curve del tipo t — X (ug,t) prendono il nome di parallels.

I conti fatti sulle superfici di rotazione e i risultati ottenuti ci mostrano i seguenti fatti:

1.

Dato che la prima forma & diagonale, allora i meridiani e i paralleli sono curve tra loro
ortogonali;

Il fatto che dN, ¢ diagonale ci dice che X, X, sono autovettori, e dunque meridiani e
paralleli sono linee di curvatura

. Le curvature principali sono:

ki = % ¢ la curvatura normale dei meridiani che coincide con la curvatura della
@' )2+(y)?)2

superficie a meno del segno (possiamo riconoscere nella formula, la formula della curvatura

totale di una curva ). Curvatura normale dei paralleli coincide pertanto con la curvatura

totale.

ko = ——% & la curvatura normale dei paralleli.
0/ (¢)2+(y')?

La curvatura di Gauss ha pertanto la forma:
Y (" — 'y
p(¢')? + (¥)?
Se adesso abbiamo che la curva vy & PLA, possiamo usare le relazioni (¢')? + (¢/)2 = 1 e

20'¢" + 29" = 0 per ottenere una curvatura di Gauss k(p) = —%/ che ¢ strettamente
legata alla convessita della funzione .

k(p) = kiky = —

Proposizione 3.0.5 Tutte le grandezze finora introdotte (curvature principali e curvatura di
Gauss) sono invarianti per congruenza, cio¢ se f : R> — R3 ¢ una isometria positiva, allora
le curvature di S in p sono uguali a quelle di f(S) in f(p), dove supponiamo che f preservi le
orientazioni di S e f(S), cioe dfy : Ty(S) — Ty (f(S)) € positivo per ogni p

Dimostrazione: Se f(x) = Ar+bcon A € SO(3) allora df, = A7, (). Sia v1,v2 base ortonormale
positiva di T,(S) = v1, v2, Ng(p) ¢ una base ortonormale positiva di R3. Inoltre, poiché A € SO(3)
Avy = dfy(v1), Avg = df,(v2), ANs(p) & una base ortonormale positiva di R3. Ma df,(v1), df,(v2)
sono una base ortonormale positiva di T, (f(S5)) e dunque per I'unicita del prodotto vettore
deve valere che ANs(p) = Ny(s)(f(p)) e cioé che dNy(s)(f(p)) = Ao dNg(p) o A" che da la tesi.

Proposizione 3.0.6 Sia p € S superficie; allora:
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1. Se k(p) > 0, allora S giace localmente tutta da un lato del piano osculatore di S in p;

2. Se k(p) <0, allora S giace localmente da entrambi i lati del piano osculatore.

Dimostrazione: Sia S superficie e p € S. A meno di congruenza (per la proposizione precedente)
posso supporre p = (0,0,0) e N(p) = (0,0,1). Dunque T,,(S) = N(p)* = span((1,0,0),(0,1,0))
e la proiezione 7 : R — {z = 0} induce un isomorfismo (che ¢ l'identita) tra T),(S) e il piano
{z = 0}. Per il teorema di invertibilita locale, esiste U C S intorno di P tale che )y : U — w(U)
¢ un diffeomorfismo, cioe esiste ¢ : 7(U) — U diffeomorfismo inversa locale di 7. In particolare
varra che ¥ (u,v) = (u,v, h(u,v)). Abbiamo scoperto che S ¢ localmente il grafico di una funzione
C>® h : w(U) — R (abbiamo atto questa cosa in generale, possiamo dunque affermare che una
superficie & localmente il grafico di una funzione da U aperto di R? in R). Calcoliamo adesso su
¥ la prima e la seconda forma fondamentale:

Uy = (1,0, hy), ¥y = (0,1, hy), Yuw = (0,0, hyw), Yuw = (0,0, hyy), Yoy = (0,0, hyy) e N = (0,0,1)
per costruzione. Otteniamo dunque che la seconda forma fondamentale di S non e altro che la
matrice Hessiana di h. Abbiamo gia osservato che il segno della curvatura di Gauss dipende
solamente dal segno del determinante della seconda forma fondamentale. Osserviamo che (0,0) &
un punto critico per h e dunque dai teoremi di analisi 2 sappiamo che se H (h)(()’o) ha determinante
negativo (curvatura di gauss negativa), allora abbiamo in (0, 0) una sella, mentre se il determinante
di H (h)([)’o), cioe la curvatura di Gauss ¢ positiva, allora si ha un massimo o un minimo locale.
Quanto detto di fatto ¢ la tesi perché il piano osculatore in (0, 0) & per costruzione il piano {z = 0}

Definizione 3.10 Sia v(t) = sint,0,cost+Intan §) la curva trattrice. La superficie di rotazione
ottenuta facendo ruotare la trattrice lungo l’asse z prende il nome di pseudo sfera.

Teorema 3.0.7 La pseudo sfera ha curvatura di Gauss costante uguale a —1 pert € (0,3

Dimostrazione: Osserviamo che per la geometria della superficie sappiamo gia che il segno della
curvatura di Gauss deve essere negativo (proposizione precedente) e pertanto in questa dimo-
strazione ci preoccupiamo soltanto del suo valore in modulo. Per quanto osservato sulle superfici
di rotazione sappiamo gia quale ¢ il valore di ki: questo perché ki e la curvatura della curva
v e questa l'avevamo gia calcolata e valeva: k; = tg(t). Cerchiamo adesso ko ovvero la cur-
vatura normale del parallelo: i paralleli sono circonferenze di raggio R = sint (¢ la ¢ della

pseudo sfera) e pertanto hanno curvatura totale che vale k = ﬁ Quello che voglio & pero
la sua curvatura normale. Siano dunque n versore normale del parallelo e N versore normale
a S in v(t), allora |ks] = | < kn, N > | dove k & la curvatura totale del parallelo (cioe voglio

vedere chi ¢ la componente della curvatura totale lungo la direzione N). Ovviamente il vettore
n = (—1,0,0) (e il vettore diretto verso il centro del parallelo; resta da calcolare N; per farlo
calcoliamo /(t) = (cost,0,.sint+ - = cot t(sint,0,cost) che & il versore tangente alla trattrice
e dunque il normale alla trattrice (che coincide con N) vale N = (cost,0, —sint). A questo punto

k2| = |57 < (=1,0,0), (cost,0,—sint) > | = cott e dunque la curvatura di Gauss in modulo
sard |k1ko| = |tantcot t| = 1. Dato che abbiamo decretato che il segno deve essere pero negativo,
si ha la tesi.

ESEMPTI:

1. Elicoide: ¢ la rotazione di una retta che sale lungo ’asse z. La sua parametrizzazione e
X (u,v) =wvcosu,vsinu,u). In particolare X & un diffeomorfismo con 'immagine e dunque
¢ una superficie S. Per mostrare che e diffeomorfa all'immagine esibiiamo una inversa
definita a tratti: S — {Z + kn} — R? tale che (z,y,2) — (2, 2% e S — {kn} — R? tale che

’ cosz

(z,y,2) = (2, 52 . Cerchiamone adesso la curvatura di Gauss:

Xy = (—vsinu,vcosu,1)
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X, = (cosu,sinu,0)
(— sin u,cos u,—v)

V1402
= (—vcosu, —vsinu,0)

(
w = (—sinu, cosu, 0)
0

2
| 1+v* 0 7 - 1 0 1
0 1 \/1_‘_'02 1 O

E pertanto la curvatura di Gauss e dj;f(lll)) = - (1_&)2)2

< 2

uu

< e

VU

2. Catenoide: La catenoide ¢ la superficie ottenuta facendo ruotare la catenaria (grafico del
coseno iperbolico). Consideriamo dunque X (u,v) = (coshu cosv, coshusinv, u). Sappiamo
gia essere una superificie poiché e di rotazione; calcoliamone la curvatura di Gauss:

X, = (sinh u cos v, sinhusinv, 1)

X, = (— coshusin v, cosh u cos v, 0)
(— cosv,— sin v,sinh u cosh u)

N =

coshu
Xy = (coshucosv, coshusinwv, 0)
Xuy = (—sinhwusin v, sinhusin v, 0)
Xypw = (—coshucoswv, . coshusinwv, 0)

2 1 _
j cosh”u O2 7 — cosh u 0
0 cosh” u cosh u 0 cosh u
det(I1) 1 _ 1

E pertanto la curvatura di Gauss e Tei(l) = (-1) (coshTw)? —  cosh¥u

Teorema 3.0.8 Sia S una superficie compatta, allora esist eun punto p € S tale che k(p) >0

Dimostrazione: Sia p un punto di S di massima distanza dall’origine (esiste per la compattezza
della superficie). p e diverso dall’origine, altrimenti S non & una superficie. Consideriamo vy : I —
S curva generica PLA con v(0) = p. Poniamo f : I — R tale che f(t) =< y(t),v(t) >= ||v(t)|*.
Allora per costruzione, f ha un max locale in 0 e dunque f/(0) =0 e f”(0) < 0. Vale dunque che
0= f'(0) =2 < ~(0),7(0) >=< p,~'(0) >= 0 da cui otteniamo che p_L+'(0) per ogni v : I — S
e dunque p € T,(S). Poniamo dunque N = ”%”. Inoltre f”(0) = 2 < ~/(0),7/(0) > +2 <
7(0),~7"(0) >= 1+ < p,~v"(0) >< 0 che diventa < v”(0), |[p||N(p) >< —1 cioe < 7"(0),p ><
—ﬁ; dunque tutte le curve passanti per p hanno curvatura normale minore o uguale a _ﬁ e
questo vale anche per le curvature principali k1, k2. Grazie a quanto detto k(p) = k1ky > W > 0.
Osserviamo che abbiamo mostrato un po’ di piu, ovvero che esiste un un punto in cui la curvatura

€ maggiore uguale di W con p massima distanza tra un punto a caso nello spazio e la superficie.

Definizione 3.11 Definiamo distanza intrinseca su una superficie S la funzioned : SxS — R
tale che d(p,q) = inf{L(v),~ : [0,1] — S, C> a tratti,v(0) = p,v(1) = q}

OSSERVAZIONE: d ¢ effettivamente una distanza (la simmetria ¢ ovvia, la disuguaglianza
triangolare anche). Mostriamo che d(p,q) = 0 = p = ¢. Sappiamo che y(0) = pe v(qg) =1 e
dunque la distanza e almeno ||p — ¢||. Passando agli inf si ottiene infd(p,q) > ||[p —¢|| = 0 >
lp — q|| = p = ¢q. Possiamo rimpiazzare nella definizione C* a tratti di gamma con C*° totale.

Definizione 3.12 Sia f : S — S’ tra superfici; S ¢ isometria locale se dfy : T,(S) — Ty (S')
e una isometria lineare per ogni p € S. Una isometria ¢ una isometria locale bigettiva.
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OSSERVAZIONE: Se f € una isometria locale, per il teorema di invertibilita locale ¢ un
diffeomorfismo locale. Se dunque f & anche bigettiva, la sua inversa ¢ C° e dunque & una
isometria

Proposizione 3.0.9 Sia f una isometria locale, allora d(f(p), f(q)) < d(p,q). Se f ¢é isometria,
allora d(p, q) = d(f(p), f(q)) per ogni p,q € S.

Dimostrazione: Per ogni 7 che congiunge p, g, allora f o+ congiunge f(p) con f(q) e vale che:

1 1 1
Lgen) = [ @lde= [ ldo@ @l = [ 1ol = 16)

Vale dunque che d(p, ¢) = inf{L(y)} = inf{L(fo~v)} > d(f(p), f(q)). Se f & isometria, applicando
lo stesso risultato a f~! si ha che la distanza viene preservata.

Teorema 3.0.10 Le isometrie con la nostra definizione sono tutte e sole le isometrie di (S,d)
come S$pazio metrico

Dimostrazione: Una freccia e la dimostrazione precedente, 'altra freccia la assumiamo vera
tralasciando la dimostrazione (troppo tecnica)

OSSERVAZIONE: Anche le isometrie locali sono effettivamente le isometrie locali degli spazi
metrici e questo risultato segue ancora una volta dal teorema di invertibilita locale

Definizione 3.13 Due superfici S e S’ sono localmente isometriche se Vp € S, 3qg € S’ e
apertipe U C S eqeV C S tali che U é isometrico V e viceversa.

OSSERVAZIONE: Superfici congruenti sono isometriche (il viceversa & falso)
Esercizio 3.0.1 Il piano P = {z = 0} e il cilindro C = {2 +y? = 1} sono localmente isometrici.

Soluzione: Consideriamo dapprima il piano P e il cilindro C e consideriamo ’applicazione f :
P — C tale che f(x,y,0) = (cosz,siny,y). Questa & un rivestimento e in particolare & una mappa
suriettiva e C°°. La funzione f una locale isometria in quanto f manda una base ortonormale
in una base ortonormale: infatti sia e, ez una base ortonormale di T},(P) per ogni p € P, allora
dfp(e1) = (—sinz,cosx,0) e dfy(e2) = (0,0,1) e questa ¢ una base ortonormale di T, (C).
Dunque f manda basi ortonormali in basi ortonormali ed & dunque una locale isometria. Dato
che la funzione ¢ suriettiva ho anche una isometria locale inversa: questo ci da che le due superfici
sono isometriche.

Lemma 3.0.11 Siano ¢ :Q = U C S et :Q —V C S parametrizzazioni locali, allora 1o @~!

e una isometria se e solo se i coefficienti della prima forma rispetto a ¢ e ¥ sono gli stessi.

Dimostrazione: d(¢ o gp—l)g—i = di(do~ (dp(er))) = dip(er) = g—qﬁ. Poiché i coefficienti della
prima forma sono i prodotti scalari tra g—i e g—f (per ¢) e tra g% e g—f (per 1), essi sono uguali

se e solo se d(1) o o~ 1) li preserva e cioe se e solo se d(¢) o 1) & una isometria lineare.

Corollario 3.0.12 S e S’ sono localmente isometriche < Vp € S esiste U, > p aperto in S,
qe S eUy > q aperto in S" e parametrizzazioni locali ¢ : Q@ — Uy e 9 : Q — Uy con gli stessi
coefficienti della I forma.

Dimostrazione: <) Conseguenza immediata del lemma;

=) Dato p esiste un U, 3 pe Uy 3 g e f : Uy — U, isometria. A meno di restringere U, (e di
restringere di conseguenza Uj;) ho anche una parametrizzazione locale ¢ : @ — U,. Pongo allora
P : Q= Uy come ¢ = f oo esiha la tesi.
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Definizione 3.14 Sia S una superficie; una grandezza relativa a S si dice intrinseca se ¢
invariante per isometria, cioé¢ se data una isometria tra S e S’ le due grandezze sono le stesse.

EsEmMPIO: Le curvature principali sono invarianti per congruenza ma non sono grandezze
intrinseche (il piano & localmente isometrico al cilindro ma le curvature principali sono per uno
0,0 e per l'altro 1,0). La distanza intrinseca ¢ invece una grandezza intrinseca.

Definizione 3.15 Una grandezza che dipende dalle scelte di coordinate si dice intrinseca se ¢
funzione soltanto di E, F,G e loro derivate

OSSERVAZIONE: (1)i coefficienti e, f, g non sono intrenseci (basta pensare al piano e al cilindro,
che hanno parametrizzazioni con gli stessi E, F, G)
(2)Una grandezza indipendente da coordinate € intrinseca se e solo se la sua espressione in
coordinate lo é;

Esercizio 3.0.2 Il piano P = {z = 0} e il cono Z = {2? + y? = 22,2 > 0} sono localmente
1sometrict.

Soluzione: Le congruenze di P agiscono transitivamente su P (bastano le traslazioni); in Z le
rotazioni intorno all’asse z danno congruenze che agiscono transitivamente sulle circonferenze del
tipo Z N {z = z9}. Basta dunque mostrare che ogni punto della forma (zo,0,2p) in Z ha un
intorno isometrico a un punto del piano; Consideriamo adesso ¢ : @ — P e ¢ : Q — Z con

Q= (-%,%) x (0,+00) C R? tali che

o(u,v) = (vcosu,vsinu,0)
(u,v) = (ﬁ NG ﬁ)

Queste sono mappe tra due varieta; se mostro che dy e di sono invertibili, allora si restringono
a due parametrizzazioni locali. Basta vedere che definiscono coefficienti della I forma tali che
EG — F? # 0. Abbiamo:

—vsinu cos U 2 |
. v
Yy = | vcosu py = | sinu I, = < )

0 0

cos(V2u), — sin(v/2u),

—v sin(v/2u) ?c?s(\/ﬁu) 020
Py = vcosg\/ﬁu) Oy = ﬁmﬁ\/iu) Iy = <0 1>

V2

Dunque sono invertibili e dato che hanno gli stessi coefficienti della I forma fondamentale 1o ¢~
¢ isometria

1

Definizione 3.16 Sia X : Q — U una parametrizzazione locale. Allora si definiscono simboli
di Christoffel gli elementi Ffj : Q — R tali che:

1. Xyu=eN +TH X, + T2 X,;
2. Xy = fN +TLX, +T2,X,
3. Xy = gN +Th X, + T4, X,

Proposizione 3.0.13 [ simboli di Christoffel sono intrinseci
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Dimostrazione: Impostiamo il prodotto scalare < Xy, X, >=< eN, X, > +I'}; < X\, X, >
+1%, < Xy, Xy > %Eu = % =T} E + '} F. Impostando adesso il prodotto scalare

< Xyu, Xy >= I’hF + F%IG e osserviamo che < X, X, >= %— < U, Xypy >= Fy —
10<Xu,Xu>

3 52 =F, - %EU. Otteniamo dunque il seguente sistema lineare

ETY, +FT2, =1E, (E F> (rh) _ < $E. )

FT}, +GI%, =F, - 1E, F G)\I'} Fy— 3B,
Poiché la matrice & invertibile, allora i simboli di Crhistoffel I'};, T2, sono funzioni di E, F, G, F, E,,
e pertanto sono intrinseci. Per gli altri si procede in modo analogo

Teorema 3.0.14 (Egregium di Gauss) La curvatura Gaussiana é intrinseca, cioé se f: S —
S" & una (locale) isometria, allora k(p) = k(f(p)) per ogni p € S.

Dimostrazione: Basta mostrare che la sua espressione in coordinate € intrinseca. Sia A la matrice
che rappresenta dN in coordinate, cioe N, = dN(X,) = anXy + a21X, e N, = dN(X,) =
a12X,, + a1 X,. L'idea & di guardare la componente lungo X, dell’'uguaglianza (Xy.,)y = (Xuw)u
decomposto in X, X,, N;

(Xuu), =roba in span(N)+ roba in span(X,) + eNy + T'h Xuw + (T2)0 Xy + TH Xy = ¢+
eanX, + LT X, + (T%),

(Xuwo)u = ¢ + Ny + THXy + T X + (Th)y + THhXeww = ¢ + fan + X, (funzioni di T}
e loro derivate). Allora dalla prima uguaglianza scritta si ha che: ea22+(funzioni dei Ffj):

faz1+(funzioni dei Ffj); dunque eags — fao; € una grandezza intrinseca. Ma adesso

A_(E F\ (e fy__ 1 G —F\(e f\_ 1 X X
_<F G) (f g>_EG—F2 (—F E><f g>_EG—F2 (—eF+fE —fF+gE>

1 _ _(Eegfsz'
EG-F2 — EG—f2

A questo punto deve valere che eass — fas = — ) che & la tesi perché???

Corollario 3.0.15 S? non ¢ localmente isometrica al piano.

Dimostrazione: La curvatura di Gauss del piano e costantemente 0, mentre quella del piano &
costantemente 1. Dunque non ¢ possibile fare una carta piana che mantiene le distanze della sfera
(si dovrebbe altrimenti conservare la curvatura di Gauss

Proposizione 3.0.16 FElicoide E e catenoide C' sono localmente isometrici.
In effetti esiste una locale isometria f : F — C. Ricordiamo che
E = pR?) ¢(u,v) = (vcosu,vsinu,u) Diffeomor fismo
C =(R?) 9(u,v) = coshucosv,coshusinv,u) Rivestimento

e le loro relative curvature gaussiane valevano kg (p(u,v)) = —m e ko(¥(u,v)) = —m.

Sappiamo che f deve conservare la curvatura k per il teorema egregium di Gauss e dunque, data
una ipotetica f tale che f(p(u,v)) = ¥ (u/,v"), allora 1 2 da cui 1402 = cosh? /.

R |
14+0v2)2 = (coshu/
Questa osservazione ci suggerisce di cambiare parametrizzazione locale dell’elicoide (se pongo v =
sinh v’ ho I'uguaglianza) e pertanto scelgo di scrivere I’elicoide con questa nuova parametrizzazione
(inverto anche u e v per avere maggior simmetria): a(u,v) = (sinhucosv, sinhusin v, v). Questa
nuova parametrizzazione e valida poiché u — sinhwu & un diffeomorfismo. Sicuramente adesso
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Kg(a(u,v)) = Ko(¥(u,v)) e dunque la mappa f = 1) o o' preserva la curvatura di Gauss;
verifichiamo che sia una isometria confrontando i coefficienti della I forma fondamentale:

coshu cosv —sinhusinw 9
. . cosh” u 0
ay = | coshusinv oy = | sinhwucoswv I, = 9
0 1 0 cosh” u

e confrontandoli con quelli di ¢ (gia calcolati in precedenza) si ha la locale isometria. Dato che
la mappa f & anche suriettiva si che le due superfici sono localmente isometriche.

Definizione 3.17 X si dice parametrizzazione ortogonale se per ogni punto X, 1 X, o equi-
valentemente F' é costantemente nullo

Proposizione 3.0.17 Se X ¢é una parametrizzazione ortogonale, allora la curvatura di Gauss

_ 1 E, Ga
k= 72@((\/776;)1) + (ﬁ)u)

Dimostrazione: Discende dalla dimostrazione del teorema egregium, esplicitando i Ffj in funzione
di F,G e di loro derivate

Definizione 3.18 Sia v : 1 — S una curva con S superficie; si chiamano campi tangenti lon-
go v gli elementi dello spazio (vettoriale) 7(y) = {f : I — R3, f(t) € Ty (), YVt e I, f C>}. Os-
serviamo che le f sono definite sull’intervallo (e non sul supporto): se una curva non é iniettiva,
per i tempi diversi in cui passa nello stesso punto ho due valori distinti di f.

Definizione 3.19 La derivata covariante ¢ l'operatore lineare % : 7(y) — 7(v) tale che

Vi Bt m(V/(t) dove m i R3S — T4 (S) ¢ la proiezione ortogonale.

OSSERVAZIONE: é una buona definizione in quanto € lineare poiché e composizione di appli-
cazioni lineari. Inoltre & una funzione C'*°

Definizione 3.20 V € 7(v) si dice parallelo se % =0, cioé se V'(t) = Mt)N(t) per qualche
Al =R

OSSERVAZIONE: I campi paralleli sono uno spazio vettoriale in quanto sono il Ker di m;
Proposizione 3.0.18 Siano V,W € 7(v), allora % <V,W >=< %, W >4 <V, % >

Dimostrazione: % < VW >=< VI W > 4+ < VW >=< % +AN, W > + < V,% +
alN,V >=< %, W>4 <V, %—‘;V > in quanto V' = [Q/ + AN (spezzo in componenti: quella sul
piano tangente, e quella ortogonale) e N LV e N LW perché sono campi tangenti.

Supponiamo adesso v(I) contenuto in una carta con parametrizzazione locale X : Q — U:
v(t) = X (u(t),v(t)) e scriviamo il generico V€ 7(7): V(t) = a(t) Xy (v(t)) + B(t) Xy (7(¢)). Si
osserva facilmente che o e 8 sono funzioni C'°°; proviamo adesso a scrivere la derivata covariante
nelle coordinate X, X,:

VI(t) =o' Xy + (v Xyy + 0" Xup) + /Xy + Bt/ Xyp + 0" Xop) =

= o/ Xy+au' (T Xy +T% Xo) +av (T, Xy AT, X, ) +6' Xy +6u (D15 Xy AT, X, ) +80' (T30 Xy 4T3 X, ) 0N
Dove § & una funzione che viene dagli sviluppi dei simboli di Christoffel. Percio togliendo il
termine in NNV si ha:

DV

T Xu(a + au'T + av'Tly + Bu'Tiy + Bu'Tas) + Xo(B' + T +av'Thy + Bu'TT, + fu'T3,)
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Corollario 3.0.19 La derivata covariante € intrinseca, cioé se f é isometria locale, v : 1 — S,
V € 7(v), allora posto W € 7(f o), W(t) = df,)(V(t)) vale che ¥t € I, DV(t) = dfv(t)(%(t))

Dimostrazione: Discende dal fatto che i simboli di Christoffel sono intrinseci (¢ molto piu difficile
da scrivere che da capire: in soldoni se derivo e faccio isometria ¢ come fare isometria e poi
derivare)

OSSERVAZIONE: dalla definizione di campo parallelo si ha che

o = —(au/'T} + av'Ti, + Bu/Ti, + Bu'Td,)

V parallelo &
{5’ = —(auT% + av'TY, + Bu'TY, + Bu'TS,)

cioe¢ poniamo uguale a 0 i coefficienti di X, e X,. Osserviamo che nel conto fatto gamma (e
dunque «',v") e i simboli di Christoffel sono fissati e dunque le uniche incognite da trovare sono
«a e B. In sostanza questo € un sistema differenziale lineare in forma normale.

Proposizione 3.0.20 Per ogni vy € T4,(S) esiste unico campo parallelo V€ 7(7y) con V (tg) =
vo. Tale campo tangente prende il nome di trasporto parallelo di vy

Dimostrazione: Discende direttamente dal teorema di esistenza e unicita di Cauchy per equazioni
differenziali applicato al sistema differenziale scritto.

Se fisso un altro ¢; € I ho una mappa v : T, ;) (S) — Ty,)(S) tale che prende v — V' (t1)
con V trasporto parallelo; questa mappa e una isometria lineare in quanto se V, W sono paralleli,
allora % < V,W >= 0 per cui < 9(vo),9(v1) >=< wvg,v1 > per ogni vg,v1 € Ty ;)(S) poiché
< V,W > & costante. In particolare V parallelo implica ||V|| costante.

EsempI: (1)Sia S = {z = 0} il piano, allora T),(S) = S per ogni p € S e se V' & un campo
tangente, allora V' : I — {z = 0}; dunque Ddy =V’ e quindi V ¢ parallelo se e solo se V/ = 0 se e
solo se V' & costante.

(2)Consideriamo la sfera S? e v un parallelo di S? PLA. Dunque V = 4/ = V ¢ parallelo se e
solo se v & 'equatore: infatti V' & parallelo se e solo se V' = ~” ha solo componente normale e

questo avviene solamente all’equatore.

Definizione 3.21 Una curva v:1 — S é una geodetica se DTZ/ =0, cioé se v ¢& parallelo.

OSSERVAZIONE: sono le curve la cui accelerazione e solo normale alla superficie ovvero gamma
¢ geodetica se e solo se 7 (t) LT, (S) per ogni ¢ € I. Osserviamo inoltre che v geodetica = |||
costante

Teorema 3.0.21 Per ogni p € S e v € Tp(S) esiste unica geodetica v : I — S con v(0) =p e
7' (0) = v (puo accadere che I #R)

Dimostrazione: In coordinate si ha che o' = v/ X, + v’ X,,, cio¢ nelle equazioni di prima a = u’ e
B = v'. Se consideriamo adesso il sistema di equazioni differenziali calcolato:

o = —(au'T} + av'Ti, + pu'Ti, + Bv'TL,)
B = —(au/T3; + a'TE, 4 Bu'TT, + fu'T3,)

questo diventa:
{u“ = —((«)’T}y +2u'vTy + ())Thy)
v = —((u')’TF + 2u'v'T], + (v)°T'3,)
che ¢ un sistema in forma normale del secondo ordine e dunque ammette soluzione e questa e
unica per il teorema di esistenza e unicita di Cauchy. L’intervallo potrebbe non essere tutto R

perché non ho un sistema lineare. Le ultime equazioni scritte prendono il nome di equazioni
delle geodetiche.
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Proposizione 3.0.22 Le geodetiche sono intrinseche, cioé¢ sey: I — S ¢é geodetica e f: S — S’
é una locale isometria, allora f oy € una geodetica

Dimostrazione: Dato che gamma & geodetica, allora DTtl = 0; adesso, poiché la derivata covariante
D(foy)' _ Dsf(y) _ gp¢Dy'y _
e T dt *df(W)*O

e intrinseca,

EseEmPI: (1) Sia S = {z = 0} il piano. Allora per ogni curva 7, DTZ/ = +". Dunque v &
geodetica < 7" = 0 < ~(t) = p + tv; cioe le geodetiche sul piano sono tutte e solo le rette che
(2) Sia C = {z% +y? = 1} il cilindro. Sia f: {z = 0} — C la locale isometria data da f(z,y,0) =
(cosz,sinz,y) (abbiamo gia mostrato che & locale isometria). Allora per ogni geodetica v di
{z = 0}, anche f o~y ¢ una geodetica per la proposizione precedente. Dunque per ogni (pg, p1,0),
(vo, v1,0) la geodetica foy: R — C e datadat — f(po+tvg, pl+tvy,0) = (cos(po+tuvg),sin(po+
tvy), p1 +tvr). Queste geodetiche sono tutte eliche circolari rette e dunque tutte le eliche circolari
rette (anche quelle degeneri cioe circonferenze, rette o costanti) sono contenute nelle geodetiche
del cilindro. Queste pero sono tutte le geodetiche del cilindro in quanto realizzano tutte le possibili
condizioni iniziali che si possono avere (cioe fissato p € C' e una velocita v trovo una elica circolare
retta che ci passa tutta contenuta in C')

Proposizione 3.0.23 Sulla sfera S?, tutte e sole le geodetiche sono (le costanti) e le parame-
trizzazioni a velocita costante dei cerchi massimi, cioé di S*> N P al variare di P tra i piani per
lorigine

Dimostrazione: Basta mostrare che queste sono geodetiche in quanto verificano tutte le condizioni
iniziali possibili. Se v ¢ un argo di cerchio massimo PLA, allora la curvatura normale ¢ |k, (v)| = 1
(vero per ogni curva PLA in S? in quanto dN = 4id), ma vale anche che la curvatura totale
k() = 1 perché sono in arco di cerchio massimo. Dunque |k, (7)| = |k(y)| ovvero | <+, N o~y >
| = [7"| e per la disuguaglianza di Cauchy-Scwartz, poiché ||N|| = 1, allora v = N o~ e dunque
Paccelerazione di v & tutta normale (cioe vy & geodetica)

Esercizio 3.0.3 Provare a pensare al cono come locale isometrico al piano e trovare le geodetiche
come si € fatto per il cilindro

Enunciamo adesso due teoremi classici senza dimostrazione che saranno pero utili in seguito:

Teorema 3.0.24 ~: I — S ¢é geodetica < || || =costante e per ogni tg € I esiste € > 0 tale che
per ogni t,t" € (to—¢,to+¢) si ha d(y(t), (') = L(V,e), cio¢ v ¢ localmente minimizzante
(¢ la curva che verifica la distanza intrinseca in modo locale.

Teorema 3.0.25 (Hopf-Rinow) Se S C R3 ¢ chiusa, allora tutte le geodetiche sono definite
su tutto R (in generale questa cosa ¢ falsa: sia S = R* — {0}; la geodetica con v(0) = (1,0) e
7' (0) = (—=1,0) non & definita su tutto R: si trova un buco dopo un po’)

Idea della dimostrazione: poiché le geodetiche hanno velocita di modulo costante, se v € geodetica,
allora v((—M, M)) & contenuta in un limitato di S e dunque, poiché S & chiusa, in un compatto
di S. La tesi segue dal teorema della fuga dai compatti (continuazione delle soluzioni: mi metto
in y(M) e faccio qualcosa)
OSSERVAZIONE: Se 7 & geodetica e a,b sono costanti, anche « : t — ~(a + bt) & geodeti-
ca: infatti o/(t) = by'(a + bt) e o(t) = b*>v"(a + bt) = At)N(y(a + bt)) = At)N(a(t)) cioe
I’accelerazione e tutta normale.
Geodetiche su superfici di rotazione: Siax : I xR — S tale che z(u,v) = (¢(u) cosv, p(u) sinv, ¥ (u))
con p(u) > 0e (¢ )2+ (¥)? =1 (ciot la direttrice a = (p(t), 1 (t),0) & PLA; ricordiamo per i conti
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di dopo che se deriviamo I'equazione della velocita si ottiene ¢'¢” +¢'¢)" =0). Sev:J — S ¢
una curva, allora v(t) = z(u(t),v(t)) (localmente ovvio, globalmente dalla teoria dei rivestimenti:
x ¢ un rivestimento e dunque ogni curva di solleva) Ho dunque fissato v, u,v sono funzioni di ¢.
Calcoliamo le varie derivate:

¢ cosw —psinw " cosv —¢'sinv —(QCOS v
Ty = | ¢'sinv| z,=| pcosv Tyw = | ©"sinv | xy = | ¢ cosv Ty = | —psinv
w/ 0 ,¢// 0 O

/ / / " " / / / " / / !
vy=xzo(u,v) v =vuzy+vx, ' =u"zy+ U (Wryy + 0 Ty) + 0 Ty + 0 (W Ty + V' T4y)

" " " N2 N2 1!
Y ="z + 0"y + (W) xy + (V) Ty + 200 Xy

Dire v e geodetica ¢ equivalente a dire che le proiezioni su x,, e z, dell’accelerazione sono 0 ovvero
che < ", x, >=< ", 2, >= 0. Imponiamo dunque tali condizioni:

<A xy >=u" < 2y, > 0" <y 2y > F(W)? < T, Ty > F200 < Ty > )2 < Tz, >=

— U” L0+ (ul)2(90/80” +¢l¢1/) _ (U/)QQDQO/ — u/l _ (U/)QQDQOI =0
e anche (con conti analoghi al primo)

2.1 1o

<Ay >= V" + 20V =0 0 =" +2uVp

Ho quindi ottenuto le equazioni generali delle geodetiche per una superficie di rotazione:
o' = (U,)QQOQD/
o = — 2u’v' ¢’

®

Adesso ci chiediamo chi sono gli u, v che verificano questa equazione: abbiamo la seguente

Proposizione 3.0.26 [ meridiani, percorsi a velocita costante, sono geodetiche. Un parallelo
t — x(to,t) € una geodetica < p(to) = 0, ovvero la distanza dall’asse z é critica (é massima o
minima) disegnino per far vedere quali sono i paralleli giusti

Dimostrazione: Verifichiamo che i meridiani e i paralleli dati verificano le equazioni delle geo-
detiche scritte sopra; per un meridiano vale che v = 0 e v = 0 da cui la seconda equazione
risulta essere vera e la prima diventa u” = 0 cioe u = a + tb e dunque se la velocita ¢ costante
si ha una geodetica. Consideriamo adesso il parallelo t — x(to,t): questo ha ' = 0,u” =0 e
v/ = 1,v” = 0 da cui la seconda equazione delle geodetiche ¢ automaticamente soddisfatta: la
prima risulta 0 = ()¢’ (to) che & verificata se e solo se ¢'(ty) = 0 perche siamo nelle ipotesi che
p>0

Teorema 3.0.27 Sia~y: 1 — S con S superficie di rotazione e v geodetica; siano R, o coordinate
cilindriche su R3 (con R distanza dall’asse z) e sia O(t) l’angolo tra +/(t) e il parallelo passante
per y(t). Alloa sono integrali primi del moto (cioé costanti) le funzioni:

{R2 "= R?(y(t))v'(t) Conservazione del momento angolareR cos® = R(v(t))cosf(t) Teorema di Clairant

Dimostrazione: Se~y = zo(u,v), allora R(7(t)) = ¢(u(t)). Dunque R?a = (pou)?v’. Per verificare
che ¢ un integrale primo, verifico che la sua derivata sia nulla: ((¢ o u)?v') = (2pp'u/)v" + V"
che e proprio la seconda equazione delle geodetiche e dunque vale esattamente 0. Mostriamo
anche che la seconda quantita e costante:

<Yy > < my Vx> V||| _ vy

REIE . Il Yl 1

cos 0(t)
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e dunque vale che:
?)/QOZ RQ O/
T /
VI 1
che ¢ costante perché numeratore e denominatore costante (numeratore per prima relazione,
denominatore perché la velocita di una geodetica ¢ costante).

Rcosf = pcosf =

Esercizio 3.0.4 Sia S = {x? + y~ 22 = 1} liperboloide (¢ superficie perché preimmagine di un
valore regolare). Questa superficie é ottenuta ruotando la curva y(t) = (V1 +t2,0,t) (che non é
parametrizzata per lunghezza d’arco, ma i conti fatti sulle superfici di rotazione sono comunque
validi). Trovare i paralleli che sono geodetiche e delle condizioni sufficienti per le geodetiche che
partono dal punto p = (v/2,0,1) con velocita ||v| = 1 affinché intersechino il piano {z = 0}.

Soluzione: Per quanto mostrato per le superfici di rotazione, un parallelo & geodetica se e solo se

O (tg) =0 < \/13-? =0« t=0<« ¢ il parallelo che che passa per (0,0,0).

Chiamiamo adesso 6 ’angolo tra il parallelo passante per p e la velocita iniziale v. Vogliamo
capire per quali theta la geodetica interseca il piano {z = 0}. Osserviamo prima di tutto che

per il teorema di Hopf-Rinow la geodetica & definita su tutto R e che per ragioni di simmetria

(disegnino) posso ridurmi a studiare 0 < 6 < 7. Studiamo preliminarmente i casi limite: Se 6 = 7

ho un meridiano e dunque una geodetica che interseca il piano; se # = 0 (cioe v € orizzontale, v & nel

parallelo), allora R(t)cos@(t) = R(0)cosbfy = R(0) — R(t) = co}z(eo()t) > R(0); dunque la distanza

dal dentro cresce al variare di ¢ e pertanto 7, (R) giace fuori da {—1 < z < 1} e per continuita giace
tutta in SNz > 1. Vediamo adesso il caso generale: supponiamo che 3¢, tale che v, (¢y) C {z = 0};

allora per Clairant R(0)cosfy = R(tg) cosf(ty) e questo vuol dire che v/2cosfy = 1cosf(t) da

cui cosfp = %\/éto) < % = cos § e dunque la disuguaglianza ¢ verificata se § < 6y < 5. Questa

condizione e solamente necessaria: abbiamo fatto vedere che se 6y non sta in quell’intervallo, allora
sicuramente non intersechera il piano. Dimostriamo adesso che se fp > 7 allora c’¢ intersezione;

se p = 7 allora la geodetica tende al piano spiraleggiando senza mai toccarlo. Sia dunque
0o = 7 + ¢ con € > 0, allora sempre per Clairant cos6(t) = ﬁpf(‘f)eo < % < 1—¢' (stimando

il coseno e anche il raggio). Questo vuol dire che 6(t) > " per qualche £”. Prendiamo adesso
una base ortonormale di T’ (S) data da wzy, 7 (supponendo la direttrice PLA) dove 7% ¢ la
direzione del parallelo. Abbiamo appena mostrato che se 6y > 7, ¥'(t) = «a(t)z, + B(t)% con
B(t) = cosf(t) < 1 —¢'; da cui, visto che a? + 82 = 1 perché la curva & PLA, si ha |a] > 4.
Da cio si deduce che la coordinata di +} lungo i meridiani ¢ sempre > § o minore di §, cioe¢ la
geodetica sale sempre o scende sempre. Poiché adesso § & uniforme (non dipende dal tempo)
allora la derivata di z oy (cioe la componente verticale della velocita della curva) & sempre > ¢’
0 < —¢' e dunque z o «y passa sempre per {z = 0}.

Vediamo adesso il caso limite: se 0y = 7, allora cosf(t) = ﬁg&ieo = %: non ho la stima
uniforme di prima, cioé non posso fissare un € > 0 uniforme. Vediamo cosa succede: se dtg tale
che v(tg) C {z = 0}, allora cosf(ty) = 1 e dunque ~+'(to) sarebbe orizzontale; ma il parallelo
{z = 0} ¢ il supporto di una geodetica, dunque =y, dovrebbe coincidere (per unicita del problema
di Cauchy) con il parallelo, il che & assurdo perché 7, non giace interamente sul piano. Spiraleggia
perché per ogni z = € > 0, la curva riesce a superare il parallelo z = ¢ (continuo a girare e continuo

a scendere e dunque spiraleggio).

Esercizio 3.0.5 Usare Clairant per dare una descrizione qualitativa delle geodetiche del cono

Definizione 3.22 Sia S superficie, un campo vettoriale su S ¢ una funzione X : S — R’ tale
che a ogni punto della superficie associa un vettore. Lo spazio vettoriale dei campi vettoriali su

S si indica con T(S).
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Definizione 3.23 Sia X € T(S) un campo vettoriale su S; una curva y ¢ detta linea integrale
per X se v'(t) = X(v(t)) per ogni t nel dominio di .

Definizione 3.24 (Teorema) Sia X € T (S) un campo vettoriale; allora esiste un intorno aper-
toU di S x {0} in S xR e una funzione F : U — S tale che F sia C* e per ogni p € S, la
funzione vy, : (—ap,by) = S con ap, b, > 0 tale che v,(t) = F(p,t) e 7,(0) = p sia una linea
integrale di X, dove {p} x (—ap,b,) € S xR €& uguale a U N ({p} x R). La F che verifica il
teorema ¢ detta flusso di un campo vettoriale

Idea di dimostrazione (pensava che gia si conoscesse): Si scrive il problema per le linee integrali
in coordinate: se X = a(u,v)x, + b(u,v)x, € v = x o (u,v), allora v = vz, + vz, e dunque la
condizione per 'esistenza e

' = a(u,v)

v = b(u,v)

che & un problema di Cauchy che si risolve e la soluzione & C*° perché tutte le dipendenze sono
COO

Definizione 3.25 Sia X un campo vettoriale, un integrale primo per X é una funzione f : S —
R tale che df, # 0 per ognip € S e f sia costante lungo le linee integrali di X o, equivalentemente,
dfp(X (p)) =0 per ognip € S (se~y é una linea integrale, (fov)'(t) =df (v (t)) = df ) (X (v(1)))
(sembrano gli insiemi invarianti di dinamici)

Lemma 3.0.28 Sia p € S punto sulla superficie, X € T(S), X(p) # 0; allora esiste un intorno
U dipin S tal che X(q) # 0 per ogniq € U e f : U — R ¢ integrale primo per X|y. (disegnino
e capire)

Dimostrazione: Sia U tale che Xy # 0; prendo a : (—¢,¢) — U a caso tale che a(0) = p, o/(0)
indipendente da X (p). Infine, a meno di restringere U e ¢, definisco x : (—¢,¢) X (—e,&) — S tale
che x(u,v) = y4 () (v) = F(a(u),v). Voglio far vedere che = ¢ una parametrizzazione locale:

240,0) = - (a(0)(0) = 0'(0) 70(0,0) = (a0 (1)) (0) = X (a(0)) = X(p)

sono linearmente indipendenti = a meno di restrizioni, & una parametrizzazione locale. Pongo
adesso f = uoz ' : U = R; z : Q — U’ ¢ diffeomorfismo. Allora f ¢ costante sulle linee
ortogonali per costruzione (oppure: dx(x,) = X e dunque dz~}(X) = x, e dy(dv" (X)) =0) e
inoltre df = du o dxr~! non & mai nullo perché v & una coordinata e x & un diffeomorfismo. (NON
CAPISCO).

OSSERVAZIONE: Abbiamo anche mostrato che esiste una parametrizzazione locale con z,, = X
dove X & un campo non nullo assegnato

Teorema 3.0.29 (Esistenza di parametrizzazioni ortogonali) Sia p € S superficie, allora
esiste una parametrizzazione locale x : 0 — U con x, Lx, tn ogni punto.

Dimostrazione: Tramite I’algoritmo di Gramm-Schimdt costruisco un frame ortonormale (w1, ws)
su un certo U intorno di p in S (I’algoritmo fa perdere 1’associazione alla parametrizzazione o da
cui proveniva il frame). A meno di restringere U ho un integrale primo f per w; e un integrale
g per wy. Considero ¢ : U — R2? tale che ¢(q) = (f(¢),9(q)). Osserviamo che ker(dy,) =
ker(df,) N ker(dgy) = span(wi(p)) N span(wa(p)) = {0}. Vale che span(wi(p)) C ker(dfy) e per
dimensionalita sono lo stesso spazio. Allora, a meno di restringere U, ¢ ¢ diffeomorfismo tra
U e Q aperto di R?. Chiamiamo z = ¢~! : Q — U; mostriamo che x & la parametrizzazione
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richiesta: per costruzione, poiché f e costante sulle linee integrali di wi, ¢ porta linee integrali
su linee verticali di €, cioe dyg(wi(g)) = A(g)(0,1) con A(g) # 0 (in alternativa dyg(wi(q)) =
(dfg(w1(q)), dgq(w2(q))) = (0,a) con a # 0). Allo stesso modo dipg(w2(q)) = (1(q),0) con u(q) #
0. A questo punto ho finito perché z, = dxz(e1) = dx(dﬁ(:;ﬂ) = d(xc;ﬁ)m(w) = .2 e allo stesso
modo x, = % da cui la tesi poiché wy e wo sono vettori ortogonali.

OSSERVAZIONE: Abbiamo visto che esiste x : Q — U con x, = awy e x, = Bws, dove wy, ws
sono vettori ortonormali assegnati. Non possiamo richiedere che z, = wy e x, = wo perché, se
cosi fosse, avrei una parametrizzazione locale ortonormale, cioe E,G = 1 e F = 0 e dunque S
sarebbe localmente isometrica al piano (e questo non & vero ogni volta che la curvatura di Gauss
non & 0)

Sia adesso v € 7(y) un campo tangente lungo v : I — S unitario, cio¢ ||v(t)|| = 1. Una base
di R3 & data da v(t), N(y(t)),v(t) = N(y(t)) Av(t). La base {v(t),v(t), N(y(t))} & ortonormale
positiva e dunque v(t), 9(t) ¢ una base positiva ortonormale di T’ ;) (). Poiché 1 =< v(t),v(t) >=

0=2< %, v >, OVVero % € T, Nvt. Allora % ¢ un multiplo di v(¢)

Definizione 3.26 I valore [Zf] =< %,6 >=< v',0 > prende il nome di valore algebrico
della derivata covariante. Vale la relazione B¢ = [B2]p

Definizione 3.27 Sia v :1 — S una curva PLA, allora la curvatura geodetica di~y é ky(t) =
]

OSSERVAZIONL: (1)k; = 0 & % = 0 < 7 ¢ geodetica (cioé misura quanto ~y si discosta

dall’essere geodetica)
(2)y" = Ddiz + knN(v(t)) = kgt + kpN(v) da cui ricaviamo (dato che sono tutti unitari)
Puguaglianza k? = [|7"||? = k2 + k2

Definizione 3.28 Siano v,w € 7(7v) unitari, una determinazione dell’angolo da v a w ¢
una funzione ¢ : I — R tale che w(t) = v(t) cos p(t) +v(t) sinp(t) per ognit (tiene conto di come
st muove w rispetto a v)

Lemma 3.0.30 Una determinazione dell’angolo esiste e due diverse determinazioni differiscono
per una costante 2km con k € 7.

Dimostrazione: La funzione o : I — S! data da t — (< w,v >, < w,v’ >) = (cos,sin) &
C> e dunque si solleva a una mappa ¢ : I — R tale che 7 o ¢(t) = a(t), dove 7 : R — S*
m(x) = (cosx,sinx) per la teoria dei rivestimenti. Due tali sollevamenti differiscono per una
costante 2k7 perché il sollevamento esiste ed € unico fissato un punto iniziale.

Lemma 3.0.31 Siano v,w € 7(v) unitari, ¢ angolo da v a w, allora [22] = [B2] + ¢ (w si
muove sequendo v e sequendo ’angolo tra lui e v
Dimostrazione: w = vcosp + Using e w' = —vg' sinp + v’ cos p + v’ cos + v’ sin v e anche
w=NANw=NAvcosp+ N AUsingp =0vcosp —vsing. A questo punto
{Dw] <Dw b >=<w, W >
— | =< —, 0 >=<w,w >=
dt dt’ ’

= sin? o+’ cos? o+ <V, > cosp— < v/, v >sinpcosp+ < 0,0 > sinpcosp— <V, v > sin? p=

=g+ <V, i>=¢ + {&]
’ dt
dove per le ultime uguaglianze & stato usato che < v,v’ >= 0 se v & unitario e che (derivando

<0,0>=0) <0, 0>+ <0, >=0.
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Definizione 3.29 Una curva v : [0,a] — S ¢é una curva semplice chiusa senza cuspidi
(CSCSC) sev(0) =v(a) e o, € iniettiva (semplice chiusa), ¢ continua e C* a tratti, diciamo
su [ti, tiv1] dove 0 = tg < t1... < t, = a ¢ una qualsiasi partizione, e v (t;) = lim, ,,— +'(t)
e (t;) = limt_>ti+ ' (t) NON siano opposti (senza cuspidi) (deve wvalere anche nel pulnto di

partenza)

Definizione 3.30 Definiamo angolo esterno in t; ’angolo da v'_(t;) e v/ (t;) scelto nell’inter-
vallo aperto (—m, )

Definizione 3.31 Una regione ¢ un sottoinsieme R C S di una superficie tale che:
1. oR #0 e R ¢ compatto;
2. OR ¢ il supporto di una collezione di CSCSC;

) - . . g =2 ) .
Una regione si dice semplice se é diffeomorfa a un D™ e contenuta in una carta con parametriz-
zazione ortogonale

Definizione 3.32 Sia R una regione semplice (in realta basta che sia contenuta in una carta) e
sia f : R — R continua; sia x : Q — U una parametrizzazione locale, R C U, allora si definisce

integrale su R
/f:/ (fox)V EG — F?dudv
R z—1(R)

OSSERVAZIONT: (1) vale che ||z, A ]| = EG — F? (& un conto, farlo se si ha voglia). La
formula deriva dal cambio di variabili
(2) La definizione data non dipende da z (segue dalla formula del cambio di variabili tra a aperti
di R?
(3)Se R non & semplice, si partiziona in regioni semplici che si intersecano solamente nel bordo
(che ha misura nulla) e si integra su regioni semplici per poi sommare. Il risultato non dipende
dalla partizione. (4)Si definisce Area(R)= 1

CONVENZIONE: Se R & una regione, orienteremo ogni porzione di R in questo modo: se v €
T,(S)—Cp(R), cioe v & "uscente”, allora w € T,(OR) € positivo se v, w & base di T),(.S) (cio ha senso
fuori dai punti angolosi) e tutte le parametrizzaizoni di R saranno positive. (Fondamentalmente
il senso ¢ antiorario rispetto al verso uscente del vettore normale alla superficie)

Teorema 3.0.32 Sia R C S una regione semplice con bordo v : [0,a] — IR C* sui tratti
[ti,tit1] per ogni i = 0,...,n — 1 e con angoli esterni Oy, ...,0,_1 in Y(to),...,Y(tn—1) € sia p; una

determinazione dell’angolo da HZH e v nell’intervallo [t;, ti+1]; allora
n—1 n—1
Z(%(tiﬂ) —¢i(ti)) + Zei =27
1=0 =0

Dimostrazione: Allisciando i vertici (lo posso fare) la sommatoria dei §; viene trasportata in p; e
inoltre non ho pit bisogno di tutti ¢; ma ho un unico . Quello che voglio mostrare dunque ¢ che
o(tn) — p(tg) = 2w (i termini della sommatoria sono scomparsi perché & una serie telescopica).
Sia a = 27! oy la curva letta in carta. Chi & adesso ¢? ¢ & diventato I’angolo tra e; (immagine

di z,) e 1% | (immagine di 4) rispetto alla metrica data dal prodotto scalare
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La mappa x potrebbe a priori distorcere gli angoli poiché cambia il prodotto scalare; dovrei usare
quello rappresentato dalla matrice). Osserviamo che p(t,) — ¢(to) € 27Z (poiché sono lo stesso
angolo, quindi differiscono di multipli di 27) che ¢ un insieme discreto in R. In ogni punto di €2
(x : Q@ — U) considero la metrica

sy ) ran(E )

(stiamo usando che le matrici simmetriche e definite positive sono un insieme convesso. gg € il Pull-
back della metrica su S e g; ¢ I'usuale metrica sul piano. Se ¢ ¢ una determinazione dell’angolo
tra ej e m rispetto a gs posso scegliere ¢4(t) che dipende in maniera continua rispetto a (s, t)
in modo che pg = ¢. In particolare ps(t,) — ¢(to) € continuo di s ed ¢ a valori in 27Z, dunque
¢ costante in S. Questo ci dice che per calcolare ¢(t,) — ¢(to) posso calcolare s(t,) — ¢s(to)
per ogni s € [0,1]. Scegliendo s = 1 posso ridurmi a lavorare con la metrica standard nel piano.
Adesso tramite un’altra omotopia (in realta isotopia) posso creare una famiglia di curve a; con
s € [0,1] tale che ap = @ e a1 € una piccola circonferenza e Vs as ¢ CSC e C°°. Ragioniamo
adesso come abbiamo gia fatto sopra e pertanto (essendo a valori in un discreto) posso fare il
conto scegliendo un s a caso. Scelgo s = 1 e faccio il conto sulla circonferenzina. Il conto sulla
circonferenza ¢ ovvio (fare per esercizio) e vale 2.

Teorema 3.0.33 (Gauss-Bernet locale) Sia R C S regione semplice. Allora:

n—1
k:—i—/ K, + 0; = 2m
Jre [ R 2

=0

con 0; angoli esterni, kg curvatura geodetica, k curvatura di Gauss

Dimostrazione: Sia 7 una parametrizzazione PLA a tratti positiva di OR. Sia e; = e

I
sia ¢; una determinazione dell’angolo tra da e; a 4 su [t;, t;+1]. Il nostro scopo & calcolare

/
la curvatura geodetica e poi integrarla: ky(t) = [2F] = ¢/ + [24] = ¢/+ < 24 ¢y > con
ey = ”;—”” dove z ¢ una parametrizzazione z : Q@ — U C R? & ortogonale positiva, per cui

eas = N(7(t)) A er(y(t)). Ragionando in coordinate, se vy(u,v), allora e; = Hi—zu = E3x,.

. . . . De _ . _1 172 172 .
Facciamone la derivata covariante: =L =roba in span(e1) + E~2(u'T{ 2, + v'I'{52,) per cui,

facendo il punto:

1

ko(t) = ¢ + B 2(uT2) + 0T%) < 2y, 0 >= @ E 2G2 (WT? +0'T2)

Calcoliamo adesso il valore dei simboli di Christoffel: sappiamo che: @y, = '}z + 252, + eN
e dunque

1 0 10
_§EU = % < Ty, Ty > —5% L Ty, Ty >=< Ty, Ty >= O+F%1G+ 0= F%lG
1
2, =_—=F
H=oG™

Analogamente (svolgendo < ., x, >) si ottiene F%Z = %Gu. Scopriamo quindi che

kg = o+ (—u'E, +v'GY)

1
2VEG
A questo punto dobbiamo solo calcolare I'integrale lungo OR della curvatura geodetica:

n—1 tiv1 1
k, = / ; + —u'E, +1'G, dt> =
/8R g Z ( t; 4 2\/ EG( )

=0
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n—1 t
n 1
= i(tit1) — @i(ti) | + ———— (=B 4+ Gu')dt =
(;wm s0()> | smg B + G

E, G . .
NGTeL 2\/E7) si ottiene

- (2 Pitiv1) — soi(tz-)) +/xl(R) [(25%)“ + <2\ZT>] dudv =

e applicando adesso il teorema delle tangenti rotanti e la formula della curvatura di Gauss per
parametrizzazioni ortogonali

n—1 n—1
:2w—29i—/ /@\/EGdudv:QW—ZQi—/k
=0 Eg 1(R) =0 R

e grazie al teorema di rotore applicato all’integrale di linea di campo (—

che ¢ la tesi.

Definizione 3.33 Un triangolo ¢ una regione omeomorfa a D’ con tre punti angolosi, detti
vertici, e dunque tre porzioni C*° di bordo, dette lati. Un triangolo si dice geodetico se i lati
sono geodetici

Corollario 3.0.34 Sia T' un triangolo semplice (in realta col teorema di Gauss-Bernet globale si
puo togliere lipotesi di semplice) geodetico. Allora la somma degli angoli interni vale ™+ fT k

Dimostrazione: Se 0; sono gli angoli esterni, allora la somma degli angoli interni vale Z?zl(w —
0;) = 3w — Zle 6;. A questo punto per Gauss-Bernet (ricordandoci che k; = 0 perché triangolo
geodetico)

3
Z 0; =2m — / ke m+ / k = (Somma angoli interni)
i=1 T T

Corollario 3.0.35 Se p € S, T,, é una successione di triangoli semplici geodetici con p € T,, C

B(p, % e A(T,) =(somma degli angoli interni—m, allora k(p) = lim, 0 ATAT(’}")

Dimostrazione: Ovvio per il teorema della media integrale.

Sia adesso v : [0,a] — U una parametrizzazione PLA del bordo di unna regione semplice R.
Sia p = v(0) = 7y(a) e sia vg € Tp(S) con |jvg|]| = 1. Sia anche v(t) il campo parallelo lungo ~ con
v(0) = vo:

Proposizione 3.0.36 Nelle ipotesi sopra scritte v(a) = Ry dove Ry é la rotazione di Ty(S) di
angolo 0 dove 0 = ka‘. In altre parole il trasporto parallelo lungo v dat =0 at = a €
rotazione Ry.

la

Dimostrazione: Sia e] = ”i—“” come nella dimostrazione di Gauss-Bernet e sia ¢ determinazione
dell’angolo tra e; e v lungo «. Dato che il campo ¢ parallelo vale che:

_Dv_Del ’
O_[dt]_[dt}+4p

Integrando adesso lungo dR (e ripercorrendo la dimostrazione di Gauss-Bonnet) si ha:

02/81% [Dd?] +go(a)—<,0(0):—/R/€+<,0(a)—90(0)

Dunque vale che § = p(a) — ¢(0) = [,k dove 'uguale vale in quanto ¢(a) & 'angolo tra e; e
v(a), ¢(0) e Pangolo fra e; e v(0). (Si noti che ¢ stato mostrato il caso in cui il bordo ¢ liscio; se
non lo fosse si spezza tutto)
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Corollario 3.0.37 Come per il corollario del rapporto tra somma degli angoli e area del triangolo
possiamo definire la curvatura come k(p) = lim, 0 % Dove R, sono regioni sempre pit
piccole che contengomno p in cui varia anche il trasporto parallelo.

Dimostrazione: Discende direttamente dalla media integrale

Definizione 3.34 Sia S una superficie, R una regione; una triangolazione di R ¢ un insieme
finito T, ..., T,, si triangoli con \J;_; T; = R e T; NTj é o un lato sia di T;, sia di T}, oppure & un
vertice sia di T;, sia di T.

Definizione 3.35 Sia T wuna triangolazione, poniamo V = V(T ) =numero di vertict della
triangolazione, E = E(T) =numero di lati della triangolazione, F = F(T) =numero di facce
della triangolazione. Definiamo caratteristica di Eulero il numero x(T)=V —E+T

Vari disegnini per triangolazioni e triangolazione del toro a partire dal quadrato identificando
i lati opposti e triangolazione della sfera ricoprendola con un tetraedro ciccione. Scopriamo in
questi disegni due fatti importanti e cioe che la x(toro) = 0 e la x(sfera) = 2

OSSERVAZIONI: (1) Ogni regione R ammette una triangolazione
(2)Se T ¢ una triangolazione allora esiste 7' triangolazione con triangoli semplici tale che x(77) =
X(T'): basta infatti iterare la suddivisione baricentrica di 7 che non cambia la caratteristica di
Fulero e notare che, a un certo punto, i triangoli ottenuti avranno diametro minore del numero
di Lebegue del ricoprimento (esiste perché R ¢ compatta) associato a un atlante ortogonale. In
particolare, dopo un passo della suddivisione baricentrica, si ha V! =V + E+ F, E' = 2FE + 6F,
F'=6F edunque V.— F'+F =V -E+F

Teorema 3.0.38 (Gauss-Bonnet) Sia R una regione con triangolazione T, allora vale:

/angJr/RkjL > b =2mx(T)

angoliesterni

In particolare x dipende solamente da R é pertanto lecito chiamare x(R) la caratteristica di
una regione.

Dimostrazione: Grazie alle osservazioni precedenti possiamo mostrare Gauss-Bonnet assumendo
che i triangoli siano semplici. Possiamo dunque applicare per ogni triangolo 7T; il teorema di

Gauss-Bonnet locale da cui: s
/ k:g—l—/ E+ Y 00 = 2r
oT; T; =

dove i 0{ sono gli angoli esterni del triangolo 7T;. Poniamo adesso gof =7 — 0{ gli angoli interni
corrispondenti. Per cui vale Z?Zl 95 =3 — Z?Zl 95 . Osserviamo adesso che (sommando su tutti
i triangoli 7;) i contributi di k, si annullano se non stiamo percorrendo il bordo della regione
R (gli interni sono percorsi una volta in un senso, una volta in un altro). Notiamo anche che
sommando sui 7; della triangolazione il termine sz‘ k si ottiene l'integrale su tutta la regione.
Pertanto, sommando sui triangoli della triangolazione si ha:

/ k:g+/k‘+37rF—Zg0g:27rF
OR R i

dove F' e il numero di facce della triangolazione. Dobbiamo capire chi ¢ la sommatoria degli
angoli. Poniamo adesso V =V, + V; dove V, ¢ il numero di vertici nel bordo e V; ¢ il numero di
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vertici nella parte interna. Allo stesso modo poniamo E = E. + E; dove E. ¢ il numero di lati sul
bordo e E; ¢ il numero di lati non sul bordo. Osserviamo innanzitutto che V, = E. poiché OR ¢
unione di poligoni. Suddividiamo ancora V., = V. + V; dove V., € il numero dei vertici veri di
OR, mentre Vg e il numero dei vertici ”lisci” di dR. Detti adesso 01, ..., 0 gli angoli esterni di R
(quelli veri (relativi a Vr)) si ottiene

k k
Yol =2mVitaVu+ ) (m—0;) =2rVitaVe +7Ver — D 0 =
1] i=1 i=1

k
=21Vt Ve~
=1

E rimettendo questa relazione nel formulone si ha:

k
/ /cg+/k+37rF—27rVi—7rVe+ZQi:27rF
OR R —

Osserviamo adesso che vale la relazione 3F = E, + 2F; (fare un double-counting sulla triangola-
zione) e quindi:

k
/ kg‘i‘/k+7TEe+27TEi—27TV;'—7T‘/e—{—Z:27rF
OR R i—1

A questo punto sommiamo a sinistra la quantita 0 = 7(E, — V;) ottenendo:

k
/ k;g+/ k+2nE, + 27E; — (27rVi+27TV6)+Z:27rF
OR R =1

k
/ kg+/k+Z=27r(V—E+F):27rX(T)
AR R =1

OSSERVAZIONE: X(R) dipende solo dal tipo di diffeomorfismo di R (posso infatti trasportare
le triangolazioni tramite diffeomorfismo)

Corollario 3.0.39 Se S ¢ una superficie compatta (e orientabile), allora [¢k = 2mx(S)
Dimostrazione: Non ho il bordo e nemmeno gli angoli esterni, dunque Gauss-Bonnet mi da questo
risultato

OSSERVAZIONE:  Sia S una superficie diffeomorfa alla sfera, allora [¢ k = 2mx(S) = 2x(5%) =

47. Sia S una superficie diffeomorfa al toro, allora [, gk=0

Corollario 3.0.40 Sia T un triangolo geodetico in S* con angoli interni oy, o, az: allora larea
di T vale a; + g +ag —

Dimostrazione: Se 8; = m — a; € I’angolo esterno corrispondente ad «; allora per Gauss-Bonnet

3
/ k+/ k’g+29i =2x(T) = Area(T) + 0+ 37 — (a1 + as + ag) = 27
T aT P

Area(T) =1 t+ayt+az3—T7
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Teorema 3.0.41 (no dim) Sia S una superficie (eventualmente con bordo) compatta e orien-
tabile, allora S é diffeomorfa a Sy, per qualche g > 0, n > 0 dove g ¢ il genere, cioé il numero
di buchi e n ¢ il numero di punture, ovvero il numero di componenti connessi di 0Sy,. Per
convenzione si indica con Sg = Sgo. Vale inoltre che x(Sgn) = 2 — 29 —n (si puo fare come
esercizio)

EsempIO: S? = So,0, il toro e S1,9. La x della corona circolare ¢ come la x del toro che ¢ 0.
OSSERVAZIONE: Se la superficie € senza bordo allora la y > 0seesolose g=10g=1.

Corollario 3.0.42 Tutte le superfici compatte e orientabili si immergono in R3
Dimostrazione: Ovvia

Corollario 3.0.43 Sia S una superficie compatta senza bordo orientabile con k(p) > 0 per ogni
p €S, allora S ¢ diffeomorfa a S?.

Dimostrazione: Se S ¢ compatta, allora esiste un punto p € S con k(p) > 0 (proposizione vista)
e dunque per continuita di k ki > € in un certo aperto U C S per qualche ¢ > 0. Allora per il
teorema di Gauss-Bonnet

2x(S):/k':/k'+/ k> eArea(U)+0 >0
S U S-U

Dunque x(S) > 0 e quindi & diffeomorfa a S? (ho solo una scelta perché & senza bordo).

Esercizio 3.0.6 Sia 0 < h <1 e sia R;, C S? con Ry, = {(2,9,2)|0 < z < h}
(1)Calcolare kg delle componenti del bordo di h; (2)Calcolare Area(Rp) usando il teorema di
Gauss-Bonnet.

Soluzione: Osserviamo che Rj ¢ una regione e che il bordo ¢ formato da curve CSCSC poiché
sono semplici circonferenze. Se volessi calcolare solo il modulo di k, potrei usare la formula
k? = k2 + kﬁ dove k, ¢ la curvatura normale. Dunque se 7y parametrizza I'equatore {z = 0}
e 7y, parametrizza la circonferenza z = h che ha raggio /1 — h? = rj,. Poiché |k,| = 1 su S?
(poiché dN = +id = II = £1 = |k,| = 1 per ogni curva in ogni punto). Dunque per vy si ha

ky =k —kp=1-1=0. Per y,, invece, kff = k> =k} = k) = (5> — 1=kl = Zm - 1=
k:g = % = || kgl = \/1}1W Se voglio calcolare tutto per bene fisso N(p) = p per ogni p € S?;

osservo che z = 0 ¢ geodetica, allora k; = 0 su di essa. Vogliamo adesso parametrizzare la curva
~p per lunghezza d’arco e positivamente; agiamo per passi:

Yr(t) = (V1 —h2cost,\/1— h?sint, h)

Questa parametrizzazione ha due problemi: la curva gira in senso antiorario (e deve girare in
senso orario per disegno) e inoltra la sua velocita non & costantemente 1 in modulo. Per ovviare
a questo problema cambio ¢ con —t e riscalo la velocita della curva ottenendo:

t t
10,27V 1 — B2 = §2 (1) = (V1 — B2 cos ———— —/1— h2sin —— 1

Ricordando la definizione di kg, ovvero kg =< 7}/, N(v,) A7}, > calcoliamo tutti gli elementi
necessari:
N(va) = v = (V1 — h2 cos \/ﬁ’ —msinﬁ,h)

/I : t t
v, = (—sin —=, — COS 1—h2’0)

o1



’y;{:\/ll_T(—cos \/lt_hQ,sin \/lt—hQ’O) Yh Ay, = (hcos m,—hsinm,m)Epertanto la

curvatura geodetica risulta essere:

kg(t) =<k, N(yn) Ay >= - - =-

E dunque abbiamo scoperto che il segno era un — (si poteva anche capire mettendoci a vedere il
disegno e argomentando partendo da li)

Calcoliamo adesso quanto vale 'area di questa regione: osserviamo che y(Rj) = 0 in quanto
R;, = Sy, 2. Per Gauss-Bonnet vale:

27rx(Rh):/ k:g—l-/ kg+/ k—l—ZHi
Y0 Th Ry i

e notando che g € geodetica, k & costantemente 1 sulla sfera, che Ry, non ha angoli esterni e che
X(Rp) = 0 otteniamo:

0= dt + 1 & Area(Rp) = 27h

0 V 1 - h2 Rh

Si poteva concludere direttamente questo risultato perché e possibile creare una mappa che va
dalla sfera al cilindro e tale che ’area delle regioni venga conservata (immaginare una sfer dentro
un cilindro e proiettare radialmente). Dunque non esiste una carta da piano a sfera che conserva
le distante, ma ne esiste una che conserva le aree

/2#@ h

Definizione 3.36 Sia p € S; p si dice punto ombelicale se dN, = A\, cioé le due curvature
principali coincidono.

Proposizione 3.0.44 Sia S una superficie connessa con tutti i punti ombelicali, allora S é una
porzione di piano o una porzione di sfera.

Dimostrazione: Fissiamo N : S — S? mappa di Gauss. Per ipotesi esiste A : S — R funzione
C* (& facile mostrarlo...) tale che dN, = A(p)I. Osserviamo che se la tesi fosse vera, allora \ &
costante. Dimostriamo dunque che \ & costante: per connessione, basta mostrare che e localmente
costante. Sia U un aperto coordinato con x : 2 — U parametrizzazione locale. Pensiamo come
al solito che A e N siano definiti su 2: allora da dN(z,) = Az, e dN, = Az, si ha, riscrivendo in
coordinate, N, = Az, e N, = Az,. Derivando le due uguaglianze rispetto a v, u rispettivamente
si otteniamo Nyy = ApTy + AZyy € Nyw = AuZy + Ayy. Usiamo ora il teorema di Scwartz per le
derivate miste e imposnendo 'uguaglianza si ha: \,z, — Ayz, = 0 in ogni punto. Ma z, e z, sono
linearmente indipendenti e dunque i coefficienti A, e A, sono costantemente uguali a 0. Questo
ci dice che A & costante su U. Abbiamo adesso due casi da analizzare:

1. Se A =0, allora dN = 0, cioe N & costante; sia f : S — R tale f(p) =< N,p >, allora per
ogni v € T,(5), dfy(v) =< dN,(),v >= 0. Dunque df = 0 su S, cioe per connessione, f &
costante ovvero S C {z| < N,z >= a per qualche a € R}, cio¢ S & contenuta in un piano
affine;

2. Se A # 0, definisco f : S — R3 come f(p) =p — 3 N(p) (sto definendo la porzione di sfera).
Allora df, = I — %de = ] — 1 = 0. Dunque f & costante, cioe esiste ¢ € R? tale che
f(p) = c per ogni p € S. Ciot vale che p—c = $N(p) da cui |[p—c| = HlTH e dunque la mia

superficie S giace tutto sulla sfera di centro c e raggio %
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Capitolo 4

Ultima Parte

REMINDER: f: M — N tra varieta: x € M € un punto critico per f se df, non e suriettivo, e
regolare altrimenti. y € N e valore critico se ¢ immagine di un punto critico, e regolare altrimenti.

Proposizione 4.0.1 Sia f: M — N tra varieta. L’insieme dei punti critici di f é un chiuso di
M. Se, inoltre, M p compatta, i valori critici sono un chiuso di N

Dimostrazione: Mostriamo che se x € M & un valore regolare, esiste un aperto U di x in M fatto
di punti regolari. Siano ¢ : Qy :— U e 1) : Q9 — V carte intorno a = e a f(x) rispettivamente in
modo che ¥y "1o foyp: 1 — Qy sia ben definita. Per ipotesi, se p = ¢~ 1(x) € Qy, dzpf_(lx) odfgody,
& suriettivo per ipotesi. Ma d(p "o fop): R™ — R™ con m = dimM e n = dimN e dunque &
una matrice n X m che ¢é suriettiva < ha rango massimo < esiste un minore n x n invertibile,
cioe con determinante diverso da 0. Poiché il determinante ¢ una funzione continua e la matrice
data da d(¢~! o f o ) dipende in maniera continua da ¢, ne segue che il determinante di questo
fissato minore & diverso da 0 in un intorno ' C Q di ¢. Ma allora d(¢~! o f o ), & suriettivo
per ogni ¢ € Q' e df, & suriettivo per ogni z € ¢(') che & l'intorno di z cercato. Dunque i
punti regolari sono un aperto e di conseguenza i punti critici sono un chiuso che chiamiamo C.
Se adesso M ¢ compatto, allora C' ¢ chiuso in compatto e dunque compatto; f(C) ¢ compatto
perché f & continua, f(C) & chiuso perché compatto in T2. Ma f(C') sono proprio i valori critici,
dunque si ha la tesi.

Proposizione 4.0.2 Sia f: M — N, dimM = dimN, M compatta, R C N insieme dei valori
regolari di f. Allora fi-—1(p : f~Y(R) — R ¢& un rivestimento a finiti fogli (eventualmente
sconnesso)

Dimostrazione: Per definizione, per ogni p € f~1(R), allora dfp ¢ suriettivo, dunque ¢ un isomor-
fismo (dimensione), dunque Jiy-1(r) € diffeomorfismo locale per il teorema di invertibilita locale.
Sia adesso ¢ € R, Vp € f~1(q), esiste U, tale che fiv, : Up — f(Up) sia un diffeomorfismo (dove
Up € un aperto che contiene p). In particolare p € I'unico punti di U, portato da f in ¢ e dunque
la fibra f~!(q) ha la topologia discreta. Essendo anche chiuso (poiché controimmagine di chiuso)
¢ compatto (in quanto M & compatta) e dunque compatto con topologia discreta implica finito.
Sia percio f~1(q) = {p1, ..., pr}; definisco 'intorno ben rivestito (I'aperto banalizzante) V di q nel

seguente modo:
k k

V:mf(Upi)_f(M_UUpi)

i=1 i=1
dove il primo & aperto perché intersezione finita di aperti, il secondo € chiuso poiché cio che e
dentro la parentesi & chiuso e f € una applicazione chiusa. Dunque V & aperto e contiene g¢;
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per costruzione vale che f~1(V) = Uf:1(Up¢ N f~Y(V)) e che fo,np-1v)  Up N V) =Vve
diffeomorfismo per ogni i =1, ..., k

ESEMPIO: spirale che sale e riveste R dove si vede bene chi sono i valori critici. Volendo da
qui si puo anche far vedere che in generale i valori critici non sono un chiuso

Teorema 4.0.3 (Teorema fondamentale dell’algebra) Ogni polinomio non costante p : C —
C é suriettivo.

Dimostrazione: Identifico C con R? e R? con S?—{(0,0,1)} tramite la proiezione stereografica che
¢ un diffeomorfismo. In questo modo il polinomio p definisce una mappa C* da S? — {0,0,1} in
se stesso. Tale funzione si prolunga a una funzione C* p : S — S? tale che p(0,0,1) = (0,0, 1)
(il fatto che p sia continua segue banalmente dal fatto che |p(z)|| — oo quando |z] — oo.
Per vedere che p ¢ C* in (0,0,1) devo controllarlo in carta (conviene usare 'altra proiezione
stereografica in quanto, rispetto alla coordinata complessa z su C, il cambio di carta & semplice
ed ez — %)) Dunque p : §2 — S§% ¢ C®. Osserviamo che se f & derivabile in senso complesso,
allora f'(z) =a+ibedf. : R* > R?*¢& (a —bb a) e dunque z & un valore critico se e soltanto
se a e b sono entrambi nulli < f/(z) = 0. Dunque i punti critici di p sono gli z € S —{0,0,1}
tali che p'(z) = 0 (ed eventualmente (0,0,1)). Dunque, poiché p & non costante, allora p’¢ un
polinomio non nullo e ha un numero finito di zeri per il teorema di Ruffini. Percio i punti critici di
P sono in numero finito e dunque lo sono anche i valori critici. Dunque R = S? — {valori critic}
¢ connesso e dunque pjy-1(g) : p Y(R) — R & un rivestimento tra spazi connessi (anche p~!(R)
lo ¢) e dunque ¢ suriettivo. Dunque R C p(S?), che & compatto, dunque chiuso in S?. Ma la
chiusura di R in S? & S? stesso e dunque p & suriettivo; dunque p & suriettivo e si ha la tesi
Introduciamo adesso i Quaternioni e sfruttiamoli per mostrare che P3(R) & isomorfo a SO(3)

Definizione 4.1 Definiamo Quaternioni H l'insieme (R*, <,>) con la sequente struttura mol-
tiplicativa: se (a,v) e (b,w) € R x R3 = H, allora (a,v)(b,w) = (ab— < v,w >,v Aw + av + bv).
Questa definizione traduce indentifica i quaternioni con l'usuale definizione: H = spang (1,1, j, k)
con moltiplicazione R-lineare tale che i* = j2 = k> =—1eij =k, jk=1, ki = j.

Proprieta dei Quaternioni: Ogni elemento, se non specificato viene pensato dentro ai
quaternioni:

1. Esiste il coniugio: (a,v) = (a, —v);
2. ||| = h1h (semplice verifica);

3. hihy = h_lh_g;

4. ||hahall = ([P [l[P2];

5. se h # 0, allora h™! = ”}?Q

6. Z(H) = R: infatti (a,v)(b,w) = (b, w)(a,v) < (ab— < v,w >, aw+bv+ (vAw))) = (ba— <
v,w >, aw+bv+ (wAv)) < (vAw) = (wAv) per ogni w < v =0

OSSERVAZIONE: H* & un gruppo di Lie non abeliano diffeomorfo a R*
OSSERVAZIONE: S3 & un sottogruppo di H* in quanto se hy, ha € S3, ||hiha|| = ||h1||||he| = 1

_ h
e anche |[h7!|| = ”Hh”H2 =1

Corollario 4.0.4 S? ammette una struttura di gruppo di Lie; in particolare S® & parallelizzabile
e pettinabile. (I gruppi di Lie sono parallelizzabili: basta prendere una base vy, ..., vy, in Te(G) e

porre vi(g) = (dL)g(vi)
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Proposizione 4.0.5 I piano proiettivo P3(R) ¢ diffeomorfo a SO(3).

Dimostrazione: Vogliamo costruire una mappa da S® in SO(3): vediamo come fare: sia p € 53,
consideriamo la mappa ¢ (p) : H — H data da: ¢ (p)(h) = php. Poiché R € Z(H), ¢ (p) & una
mappa lineare e la consideriamo come un endomorfismo di R%. Inoltre ||1(p)(h)|| = |[p||||k||p] =
||| cioe ¥ (p) € O(4). Ho trovato dunque una applicazione v : S3 — O(4). Osserviamo che 1 &
un omomorfismo di gruppi di Lie: & una funzione C*° (c’¢ da fare un conto esplicito) e inoltre
»(pq)(h) = pgh(pq) = p(¢hq)p = ¥ (p)(¥(q)(h)) e dunque & morfismo. Osserviamo che per ogni
h € R, poiché h commuta con tutto, ¥(p)(h) = php = php~! = h. Vale dunque che per ogni
p € S% (p)(R) = R e dunque, poiché ¢ € O(4), allora 9(p)(R*) = Rlot = {(0, 21,2, x3) € H}
che identifichiamo con R3. Chiamiamo ¢(p) la restrizione di 1/(p) a R? e ho finalmente ottenuto
una mappa ¢ : S% — O(3) che & anche lui omomorfismo di gruppi di Lie. Vogliamo capire
chi & il ker e chi & 'immagine: dimS® = 3 = @ = dimO(3) e dunque le dimensioni sono
uguali come varietd. Calcoliamo dy, : T.(S3) — T.(O(3)) con e = (1,0,0,0) € S* (vogliamo
mostrare che il differenziale & suriettivo e poi usare che stiamo ragionando tra gruppi di Lie).
T.(S%) = (1,0,0,0)F = {(0,v)|v € R3}. (0,v) € kerdp. < (in quanto 1 estende ¢ in maniera
C>* & (0,v) € kerdi. dove psi : H — End(H) 2 O(4) 2 O(3) con Y(p)(h) = php < 0 =
%‘tzozﬁ(e +t(0,v)) & Vh € H,0 = %‘tzow(e +t(0,v))(h): ¥(1,tv)(h) = (1,tv)h(1, —tv) la cui
derivata rispetto al tempo (usando la regola di Leibnitz) & (0,v)h — h(0,v) che si annulla per ogni
h se e soltanto se (0,v) € Z(H) e dunque se e soltanto se v = 0. Dunque vale che kerdp, =0 e
per motivi dimensionali si ha che dy, ¢ isomorfismo. Poiché adesso rk(dy,) NON dipende da p in
53 perché ¢ un omomorfismo di gruppi di Lie, allora dip, & isomorfismo per ogni p € S3. Dunque
abbiamo scoperto che tutti i punti sono regolari e tutti i valori sono regolari. Per connessione
©(S3) C SO(3) e, per quanto dimostrato nelle proposizioni precedenti ¢ : S% — SO(3) & un
rivestimento a finiti fogli (in particolare ¢ suriettivo). A questo punto p € kerp < Vh € H
o(p)(h) =h e phpl=heph=hpspec ZH)NS? < p=(£1,0,0,0). Grazie adesso alla
proprieta universale delle identificazioni, si ha che ¢ passa al quoziente (che & P?) e induce un
isomorfismo con I'immagine (che & SO(4)).

OSSERVAZIONE: Usando la mappa da S® x S — End(H) tale che (p,q) — (h — phq) e
procedendo in modo analogo a quello visto si pud dimostrare che SO(4) & isomorfo a (53 x.S%)/+id.
In particolare ne deduciamo che 71 (SO(3)) = m2(SO(4)) = Zs. (vale in generale che 71 (SO(n)) =
Zs per ogni n > 2

Esercizio 4.0.1 Sia v :1 — S? PLA, allora v & piana < ha curvatura costante

Svolgimento:=)se v ¢ piana, allora & supportata nell'intersezione di S? con un piano affine,
dunque in una circonferenza che ha curvatura costante

<)Sappiamo che < 7,7 >= 1 (dunque ~ biregolare) poiché v(s) € S?; dunque derivando si
ottiene: < ¢,y >= 0 e dunque v(s) € span(n(s),b(s)) per ogni s € I. Vale dunque che ~(s) =
a(s)n(s) + B(s)b(s) da cui, derivando, t = o'n + an’ + b + BV e, per le formule di Frenet,
t = o'n+ a(—kt — 7b) + Brn + bB' e dunque t(—ak — 1) + n(a/ + 1) + b(—aT + ) = 0.
Sfruttando adesso che ¢, n, b sono linearmente indipendenti otteniamo un sistema:

ak+1=0 a:—%
o +Br=0 pr=0 (1)
—ar+ 3 =0 PH8 =0 (2

Vogliamo mostrare che 7 = 0. Sia s € I, se 3¢ > 0 tale che in (s —¢,s+¢) 8 =0, allora §'(s) =0
e da (2) deduco che «(s)B(s) =0 e cioe 7(s) = 0 in (s —e,s + ). Altrimenti esiste s,, — s tale
che B(s,) # 0 per ogni n, ma allora da (1) ho che 7(s,) = 0 per ogni n e dunque 7(s) = 0 per
continuita di 7. Dunque 7 = 0 e « & piana.
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Esercizio 4.0.2 Si calcoli 'area del toro ottenuto facendo ruotare la circonferenza di raggio R
centrata in (a,0,0) cona > R

Svolgimento: Una parametrizzazione del toro T & data da x(u,v) = ((a + Rcosu)cosv, (a +
Rcosu)sinv, Rsinu) poiché v(t) = (a+ Rcost, Rsint,0) ¢ una parametrizzazione della direttri-
ce. Per calcolare I'area ¢ sufficiente integrare v EG — F2 nel dominio [0, 27| x [0, 27]. Calcoliamo
EG — F? = ||z A ||

2y = (—Rsinucosv, —Rsinusinv, Rcosu) x, = (—(a + Rcosu)sinv, (a + Rcosu) cosv,0) x, A
z, = (—R(a + Rcosu)cosucosv, —R(a + Rcosu)cosusinv, —R(a + Rcosu)sinu) da cui otte-
niamo che ||zy A sy|| = VEG — F? = R(a + Rcosu) da cui:

2r 27 27
/ / R(a + Rcosu)dudv = 277/ (aR? + R?cosu)du = 27(2naR) = (27a)(27R)
o Jo 0

Definizione 4.2 Sia H" = {(z1,...,z) € R"|z,, > 0}. Una n-varieta con bordo M é un
sottoinsieme M C RN tale che ogni x € M ha un intorno aperto diffeomorfo a un aperto di H™.
Carte, parametrizzazioni locali e atlanti si definiscono come nel caso senza bordo. Il bordo di M

¢ OM = {p € M|T,(M) # C,(M)}

Poiché questa definizione ¢ invariante per diffeomorfismo, se p € H", T,(H") = Cp(H") &
zn(p) > 0 e anche:

1. OH™ ¢ effettivamente il bordo topologico {z,, = 0} di H" (H" & una varieta con bordo con
atlante banale)

2. Se p:Q—UC M con Q2 C H™ aperto & una parametrizzazione locale, allora M NU =
e(QNOH™)

Corollario 4.0.6 Se M ¢é una n-varieta con bordo, allora OM é una (n — 1) varietda senza bordo

Dimostrazione: Se identifichiamo dH™ con R"~! e Q C H", allora QN H™ & aperto in R"~!. La
restrizione a JH™ delle mappe di un atlante per M, danno un atlante per OM.

Definizione 4.3 (Lemma) Se M ¢ orientata, OM ammette un’orientazione indotta cosi defi-
nita: "il primo punta fuori”: se p € OM e vy € T(M) — Cp(M), dico che (va, ..., vm) € una base
positiva di T,(OM) se (v1,...,v,) € una base positiva del T, (M)

Questa ¢ una definizione lemma perché dovremmo verificare che ¢ una ricetta ben definita
puntualmente (cio¢ per basi equivalenti) e che la definizione & localmente coerente. Si puod pero
dedurre la buona definizione dalla seguente:

OSSERVAZIONE: Sia ey, ..., ,—1 la base canonica di R"~t = 9H" = T,(0H™") per ogni p € OH™: &
positiva? eq,...,e,_1 € positiva rispetto all’orientazione definita su 0H™ < scelto v € R™ uscente
a caso, v = Z?;ll a;je;+ e, con A < 0. La base vy, ey, ..., en, € positiva se e solo se il determinante
della matrice del cambio di base dalla canonica a vy,eq,...,e,_1 € positivo e cio accade se e solo
se (—1)"'X > 0 se e solo se n & pari. In particolare un atlante orientato per M induce un atlante
orientato su M con la giusta orientazione se n & pari, quella sbagliata altrimenti (una volta

mostrata la buona definizione puntuale, questa osservazione mostra la locale coerenza).

Proposizione 4.0.7 Sia M una varieta senza bordo, f : M — R C*° e A € R walore regolare:
allora f~1((—o0, A]), f ([, +00)) sono varieta con bordo di dimensione n = dimM , il cui bordo

e fHN)
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Dimostrazione: Sia N = f~1((—00,\]) e sia ¢ € N. Se f(q) < A, allora ¢ € f~((—o0, \)), che
e un aperto di M e dunque ha un intorno diffeomorfo a un aperto di R™. Se f(¢) = A, a meno
di passare in carta, ¢ ha un intorno in M diffeomorfo a un aperto Q C R"™ tale che f, letta in
carta, sia una proiezione su una coordinata, diciamo l'ultima. Dunque U N N & diffeomorfo a
QN {x, < A} che ¢ a sua volta diffeomorfo a un aperto di H"

Proposizione 4.0.8 Siano M wuna m-varieta con bordo, N una n-varietd senza bordo e sta
[+ M — N funzione C*. Sia q un valore regolare sia per f che per fionr. Allora f~Y(q) & una
(m — n) varieta il cui bordo ¢ dato da f~1(q) N M

Dimostrazione: Sia Z = f~(q) e g = fionr : OM — N. siaz € Z. Se z ¢ OM, allora z € M —0M
che € una n varieta senza bordo aperta in M e posso applicare il teorema del caso senza bordo
per trovare un aperto U C Z in M — OM (dunque in M) diffeomorfo a un aperto di R~ ". Sia
ora x € M. Posso supporre che OM sia H™ e che z € JH™. Per definizione di mappa C°,
fsiestende a F': Q — N, dove z € Q e Q & aperto di R™. Adesso dF, = df, e dunque si
ha ancora la suriettivita del differenziale. A meno di restringere {2 posso assumere che dF' sia
suriettivo su tutto quanto e dunque F~1(g) & una (m — n) varieta deltro . Un intorno di z
in f71(q) & dato da F~1(q) N {z,, > 0} = F~1(¢q) Nz, ([0, +00)). Questa & una varieta se 0 &
un valore regolare per la funzione z,,: se lo fosse avremmo finito perché ho trovato una (m — n)
varieta con bordo esattamente F~!(q)Nz;.1(0). Dimostriamo dunque che data x,, : F~!(¢q) — R,
0 & un valore regolare; studiamo il differenziale di z,,: (dxy,). : To(F~'(q)) — R. Mi chiedo
chi @ il ker di questa mappa e che dimensione ha: ker(dz,,), = T.(F~'(q)) N ker(dz,,) : R™ —
R = T.(F~(q)) N &y =0 = ker(dF,) N T.(0M) =per definizione= ker(dFpas). = ker(dg,.).
che, poiché ¢ & regolare per g, ha dimensione dimdM — dimN = m —n — 1. Dunque vale che
dim(kerdz,,), = m —n — 1 e percio il differenziale & suriettivo e 0 & un valore regolare.
EsemPIO: Sia f: RY — R tale che f(z) = ||z/|>. Come gia osservato, 1 & un valore regolare
per f e dunque il disco chiuso DV = {z € R¥|||z|? < 1} = f~!((—o0, 1]) & una varieta con bordo.

Definizione 4.4 Sia M una n-varieta; un sottoinsieme Z C M ha misura nulla se per ogni
carta o : U — Q, o(ZNU) ha misura di Lebesgue nulla in Q@ C R"

OSSERVAZIONE:
1. Se Z & di misura nulla, allora M — Z ¢ denso;

2. Mappe C* tra aperti di R” mandano insiemi di misura nulla in insiemi di misura nulla.
Dunque Z ha misura nulla se e solo se ha misura nulla negli aperti di un atlante a scelta (si
dice che i cambi di carta sono inessenziali)

Teorema 4.0.9 (Lemma di Sard) Sia f : M — N tra varieta. Allora linsieme dei valori
critici di f ha misura nulla in N

Teorema 4.0.10 (Classificazione delle 1-varieta (no dim)) Sia M una 1-varieta con con-
nessa. Allora M ¢ diffeomorfa a una delle sequenti:

(1) R=(0,1)

(2) [0,+00) =[0,1)

(3) 0,1]

(4) s

Corollario 4.0.11 Sia N una 1-varieta compatta, allora N ¢é unione finita di copie di S' e di
[0,1].
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Dimostrazione: Semplice applicazione del teorema precedente

Teorema 4.0.12 (di non retrazione) Sia M una varieta compatta con bordo, allora non esiste
r: M — OM funzione C* tale che r(xz) = x per ogni x € OM

Dimostrazione: Supponiamo che la retrazione r : M — 9M esista e sia y € M un valore regolare
(esiste per il lemma di Sard). y & regolare anche per Tlom = tdjgpr- Possiamo quindi applicare
il teorema per la creazione di varietd con bordo: ne segue che r~!(y) = N & una 1- varietd in
quanto 1 = dimM — dimdM. Inoltre ON = r~Y(y) N OM = {p € OM|r(p) = y} = {y} perché
r ristretto al bordo & l'identita. Adesso M & compatta e quindi N & compatta e dunque N &
unione di copie di S! e [0,1] e ha percid un numero pari di punti appartenenti al bordo. Assurdo
in quanto il bordo ¢ formato da solo un punto

Teorema 4.0.13 (del punto fisso di Browuer) Sia D" = {z € R"|||z|| < 1} e sia f: D" —
D™ una funzione continua. Allora esiste x € D™ tale che f(x) =x

Dimostrazione: Supponiamo che f sia una funzione C'*° e supponiamo per assurdo che f(z) # x
per ogni € D". Sotto Iipotesi di assurdo costruisco una retrazione r : D" — 9D" = S"~1
in questo modo: r(z) & l'intersezione di S"~! con la semiretta uscente da f(z) che passa per
x. Si osserva che la funzione r(z) ¢ C*: infatti r(x) = f(x) + t(z)(x — f(z)) intersecato con
il bordo del disco e se mostriamo che ¢(z) &€ C* ho vinto. La condizione ||r(z)|| =1 =1 =
1f(@) + @)@ — F@)] & 1= | f@)]? +2t) < f2),a — f(@) > +t(x)*z — F@)]2. Questa
equazione di secondo grado in t(x) ha una soluzione positiva che dipende in maniera C*° da
z, f(x) e dunque da = (per vederlo bene si deve svolgere il conto). Dunque r & una funzione C'*°
e contraddice il teorema di non retrazione. Cio mostra che f ha almeno un punto fisso.

Abbiamo mostrato il teorema per funzioni C*°. Supponiamo adesso che f sia solamente C°. Dico
che Ve 3g : D™ — D™ C* con ||g(z) — f(x)|| < e,Vz € D": infatti, applicando il teorema di
Stone-Weierstrass (vedere cosa dice bene) alle componenti di f , trovo una ¢’ : D" — R" tale

che ||g'(z) — f(z)]] < § per ogm x € D". Poniamo adesso g(x) = 9()

(poiché ¢'(z) non & molto

1+2
lontana da f(z)): [|g(x)] = 4| = 17 <w>” < e ”'*3 < 1; allora g(z) : D" — D" e inoltre vale
che, stimando la differenza tra 9( ) e ( 0): Jlgla ) f@ < llgla) = g' @+ llg'(z) = fl@)l <
llg'(z)(1 — 1i§)” +§= ”g ( )”3 + £ < % < e. Supponiamo adesso che f(z) # x per ogni z € D".
3
La mappa da D" — R tale che @ ||a: — f(z)]| & continua e per Weierstrass ammette minimo

e > 0 (D™ e compatto e f non ha punti fissi): I'idea & di arrivare a costruire una mappa C'* senza
punti fissi a partire da quella C?). Considero adesso g : D™ — D™ tale che || f(z) — g(z)|| < § (lo
posso fare per quanto visto). Adesso |lg(z) —z|| > || f(z) —z| — [lg(z) — f(2)| > e — § > 2e > e
Dunque g non ha punti fissi e questo € assurdo.

OSSERVAZIONE: Il semispazio H™ si retrae sul suo bordo 0H": percio l'ipotesi di compattezza
per il teorema di non retrazione & fondamentale

Definizione 4.5 Siano M, N wvarieta, f,g : M — N. Un’omotopia tra f e g ¢ una mappa H
C>*, H: M x[0,1] = N tale che H(z,0) = f(x), H(z,1) = g(x) per ogni x € M. Se una tale H
esiste, f e g si dicono omotope.

Definizione 4.6 Siano f e g embedding, H si dice isotopia di embedding tra f e g se H(-,t) :
M — N é un embedding per ogni t € [0,1] e H(x,0) = f(z), H(z,1) = g(x). f,g si dicono
isotope.

Se sostitutamo la parola embedding con la parola diffeomorfismo otteniamo una definizione analoga
per isotopia di diffeomorfismo
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OSSERVAZIONE: Se M & una varieta senza bordo, M x [0, 1] & una varieta con bordo data da
M x {0} UM x {1}. Se M & orientata, anche M x [0,1] lo & (V(z,t) € M x [0, 1] una base positiva
di Ty 0y (M x[0,1]) ¢ data da (diz(v1), ..., diz(vs), dj(1)) dove v1, ..., vy, ¢ base positiva di T, (M), 1
¢ base positiva di T3([0,1]) e anche ¢ : M — M x [0,1] e j : [0,1] — M x [0, 1] inclusioni naturali).

OSSERVAZIONE: Se fissiamo su M la sua orientazione e dotiamo con M x {0} e M x {1}
dell’orientazione indotta da M, allora le inclusioni ig : M — M x {1} e 43 : M — M x {1} sono
diffeomorfismi di segno opposto (uno preserva l'orientazione, 'altro no). Cio accade perché il
vettore dj(1) ¢ entrante nei punti di M x {0} e uscente in M x {1}.

OSSERVAZIONE: Omotopia e isotopia (di vario genere) sono relazioni di equivalenza:

Riflessiva: f ~ f tramite H(x,t) = f(x)
Simmetrica: f~¢g= g~ f esiusa H (z,t) = H(xz,1 —t) dove H ¢ omotopia tra f e g.

Transitiva: f ~ g, g ~ h allora f ~ h: infatti giustapponendo due omotopie C*° si ottiene una
omotopia solamente CY. Perod, se f ~ g, ¢’ anche una omotopia H tale che H(z,t) = f(x)
per ogni t € [0,e) e H(z,t) = g(z) per ogni t € (1 — g,1]. Infatti, data una omotopia
generica H' pongo H(xz,t) = H'(z,¢(t)), dove ¢ : [0,1] — [0,1] & C*° e (t) = 0 per ogni
t € [0,e),¢(t) =1 per ogni t € (1 —¢,1]. Queste omotopie si raccordano in modo C* e
questo mostra la transitivita.

OSSERVAZIONE: Sia f : M — R" funzione C*°. Allora f & omotopa alla costante g(x) = 0
per ogni x € M tramite H(x,t) = (1 —¢)f(x). In particolare le mappe Id,r : R®™ — R" dove
r(x1,...,xn) = (—x1, 22, ..., x,) sono omotope. Perod le due mappe non sono isotope poiché se lo
fossero, cioe se H(x,t) fosse una isotopia tra Id e r avrei ad esempio che, posto ¢;(x) : R" — R"
con ¢ (x) = H(x,t) allora deve valere che ¢;(z) & diffeomorfismo per ogni ¢, per cui il Jacobiano
di ¢¢(z) ha determinante diverso da 0 per ogni ¢. Ma la funzione determinante & continua e vale
1 nell’identita (¢o(z) = id) e —1 nella riflessione (r = 1(x)). Dunque esiste un punto in cui il
determinante di annulla e questo e assurdo.

Lemma 4.0.14 Sia n fissato, allora esiste un intorno U C R™ intorno dell’origine tale che
Vp € U esiste un diffeomorfismo ¢ : R — R™ tale che p(0) = 0 e ¢ sia isotopo all’identita
tramite una isotopia H : R™ x [0,1] — R" tale che H(z,t) = x per ogni x tale che ||| > 1 (in
particolare p(x) = = per ogni x tale che ||z| > 1)

Dimostrazione: Facciamo il caso n = 1. Scegliamo una ¢ : R — R con ¢(0) = 1 e ¢(x) =0

per ogni z tale che ||z|| > 3 e poniamo M = max{|¢’(x)|} che esiste perché ¢ & a supporto

compatto. Poniamo U = (—57, 17) e dato p € U poniamo H (z,t) = x + tp(z)p. Osserviamo che
H(z,0) =z e H(0,1) = p. Se adesso ||z|| > 1, allora ¢(x) = 0 e dunque H (z,t) = x (fuori dal
cerchio di raggio 3 & I'identitd). Dobbiamo adesso solo mostrare che ¢y(z) = H(-,t) : R —» R &
un diffeomorfismo per ogni t. ¢y(z) = 4L (z + to(z)p) = 1 + t¢'(z)p > 0 per ogni z in quanto
[te’ (x)p| < |t]|¢'(z)||p] < 1M |p| < 1. Poiché lim, 100 pr(z) = 00 € @}(x) > 0 su R, allora ¢ &
un diffeomorfismo e cio conclude la dimostrazione nel caso n =1

Nel caso n > 2, sia § : R"~! — [0,1] con 6(0) = 1,5(z) = 0 se ||z||geg. A meno di coniugare con
una retrazione, posso porre p = (pp,0) € RxR"~! e scelgo U = B(0, ﬁ) con py € (—ﬁ, ﬁ) Dato
(z,y) € R x R"! pongo H((z,y),t) = (x + te(x)d(y)po, y) che & una funzione C® (¢ ¢ definita
come sopra). Devo mostrare che ¢ un diffeomorfismo e che fissa I’esterno. Se (z,y) ¢ D", allora
2| > % e|ly|| > 5 e dunque (x)d(y) = 0 e H((z,y),t) = (2, y) per ogni t. Vale anche ovviamente
che H((0,0),1) = (0 + po,0) = p. Ci manca solo da mostrare che 1, = H(-,t) : R" — R" ¢
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diffeomorfismo. Ci basta far vedere che € un diffeomorfismo locale bigettivo. Il jacobiano di ¢, e:

L+t ()0(y)po * ... x
0

: Id
0

11 termine 1 + t¢'(2)d(y)po € maggiore di 0 per le stesse considerazioni del caso n = 1 dunque il
determinante del Jacobiano ¢ maggiore di 0 e v; & un diffeomorfismo locale. Dobbiamo mostrare
la bigettivita: per ogni yo € R" !, ¢y si restringe a un diffeomorfismo di R x {yo} in se stesso, da
cui la bigettivita locale e quindi globale.

Lemma 4.0.15 (Lemma di Omogeneita) Sia M una varieta connessa, allora per ogni p,q €
M esiste un diffeomorfismo isotopo all’identita (che porta p in q) ¢ : M — M tale che p(p) = q.

Dimostrazione: Per ogni p € M sia Q, = {punti ¢ € M per cui esiste ¢ come nell’enunciato}.
Utilizziamo il lemma precedente per dimostrare che 2, ¢ aperto: dato ¢ € €1, prendo una carta
YV — R" ¢(q) = 0 con V intorno di ¢ (dimostrare per esercizio che esiste sempre tale
carta). Se adesso W = ¢ 1(U) dove U ¢ l'intorno dell’origine del lemma precedente. W &
un aperto che contiene ¢ dunque ¢ sufficiente mostrare che W C Q,. V¢’ € W, per il lemma
precedente, o : R™ — R™ isotopo all’identita con isotopia costante fuori dal disco unitario e tale

che a(t)(q)) = (0) = 9(¢). Pongo

-1
MM Ale) = {¢ (a((x)) zeV
T z€M— (yp~1(DM)

S & un diffeomorfismo ben definito isotopo all’identita e tale che 3(q) = ¢'. Poiché ¢ € Q,, Iy :
M — M isotopo all’identita con y(p) = ¢; adesso fo~y : M — M ¢ isotopo allidentita (mostrare
per esercizio) ed @ tale che Soy(p) = B(q) = ¢/. Dunque ¢’ € Q, e percio W € €, che quindi risulta
essere aperto. Adesso, al variare di p € M, gli ,, danno una partizione di M in aperti (dunque
un €, ¢ anche chiuso perché complementare dell’'unione di tutti gli altri). Dunque , = M e si
ha la tesi.

Mettiamoci adesso in delle ipotesi che ci accompagneranno per tutta la parte sul grado: siano
M, N varieta della stessa dimensione, orientate, M compatta, N connessa: allora

Definizione 4.7 Sia f : M — N come sopra e sia y un valore regolare per f; allora il grado
intero di [ rispetto a y ¢é il numero deg(f,y) = erf,l(y) e(dfy) dove e(df;) = £1 a seconda
che df, preservi o inverta l’orientazione.

OSSERVAZIONE: Se M & compatta e y e regolare, allora la somma & finita e dunque deg(f,y)
¢ ben definito

OSSERVAZIONE: Se R C Y e I'insieme dei valori regolari, allora R ¢ aperto e fjy-1(p) € un
"rivestimento” (solo esistenza di intorni ben rivestiti: non si chiede la connessione o la suriettivita)
e dunque deg(f,y) ¢ localmente costante in y, cioe deg(f,y) = deg(f,z) per ogni z nella stessa
componente connessa di y € R.

Dimostreremo fra poco che deg(f,y) = deg(f) (cioé non dipende da y € R che comunque
esistono sempre per il lemma di Sard) e che deg(f) dipende solo dalla classe di omotopia di f.

Teorema 4.0.16 Sia f : M — N come soprae sia y € N un valore regolare per f; supponiamo
che M = 0X orientata dove X ¢é orientata, supponiamo X compatta e n + 1 dimensionale e
f=Flox con F: X — N C*. Allora deg(f,y) =0
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Dimostrazione: Poiché deg(f,y) & localmente costante in y e i valori regolari per f sono densi in
N, posso supporre y regolare per F' maiuscolo (sto in realta prendendo un punto in un intorno
di y e o richiamo y per semplicitd). Usando un teorema gia mostrato, F~'(y) = Z & una
1—varieta in X. A questo punto X ¢ compatta e dunque Z ¢ unione finita di archi e di cerchi.
fYy) =0XNnFly) ={z € Fly)yNndX} = 9Z. Dunque i punti che contribuiscono a
deg(f,y) sono gli estremi degli archi e se v : [0,1] — Z & un diffeomorfismo tra [0,1] e uno di
questi archi, basta mostrare che e(df,()) = €(dfy(1)). Vogliamo mostrare che v da orientazioni
diverse in partenza e in arrivo. Orientiamo 7([0,1]) = Zp. Un vettore v € T,(Zp) ¢ positivo se,
completato v a base (v,v1, ..., v,) positiva di T,(X), allora (dF,(v1),...,dF,(v,)) € base positiva
di Ty(N). (Fjz, =costante, percio dF;(v) = 0 percio dF}, : T,(X) — T,(N) & suriettiva e dunque
(dF;(v1),...,dF(vy)) € base di Ty, (NN)). A meno di scambiare v con 4 = (1 —t) posso supporre che
7 preservi l'orientazione. Sia v1,...,v, una base positiva di T’ (X), dunque per le convenzioni
scelte dfy(0)(v1), -+, dfy(0)(vn)) € una base negativa di T,,(N) e e(df,)) = —1. Se v1,...,v, & base
positiva di T’,(1)(M), allora 7'(1) crescente implica che v'(1),v1, ..., v, € base positiva di T(1)(X),
allora df.,1)(v1), ..., dfy1)(vn) & base positiva di T, (N) e e(df, 1)) = 1 e dunque la tesi.

Corollario 4.0.17 Siano f,g: M — N come sopra e siano omotope. Se y € regolare sia per f
che per g, allora deg(f,y) = deg(g,y)

Dimostrazione: Basta applicare il teorema precedente a F': M x [0,1] — N omotopia tra f e g
ottenendo 0 = deg(F|onrx(o,1),y) = deg(Farxqoy,y) + deg(Flarxq1y, y) = £(deg(f,y) — deg(g,y))
poiché le inclusioni ig : M — M x {0} e i1 : M — M x {1} hanno segno opposto e dunque la tesi.
OSSERVAZIONE: abbiamo usato anche che, data f : M — N, se cambio 'orientazione di M,
allora deg(f,y) cambia segno (vale anche se cambio orientazione di N con quella opposta).

Proposizione 4.0.18 Sia f : M — N tra varieta, dimM = dimN orientata, M compatta, N
connessa. Se y1 e yy sono valori regolari per f, allora deg(f,y1) = deg(f,y2) e dunque é ben

definito deg(f) = deg(f,y1)-

Dimostrazione: Per il lemma di omogeneita (N & connessa), esiste un diffeomorfismo ¢ : N — N
isotopo all’identita tale che ¢(y1) = y2. Essendo isotopo all’identita, ¢ preserva l'orientazione
di N (esercizio) in ogni punto. Inoltre abbiamo che f & omotopa a ¢ o f in quanto ¢ & isotopo
all'identita. Per invarianza omotopica del grado, ho che deg(f,y2) = deg(p o f,y2): cid ha senso
perché y, & regolare anche per o f, infatti (pof) "1 (y2) = fH (e (y2)) = f1(y1) eVe € fF1 (1),
poiché y; e regolare per f, df, € invertibile, ma allora d(ypo f), = dpy, odf, € invertibile. Dunque
yo & regolare per varphio f. Inoltre per ogni x € f~!(y1) vale che e(df;) = e(d(¢o f),) in quanto
dey, preserva l'orientazione. Dunque

deg(fo) = > eldfz)= Y.  eldlpof)a) =deg(po f,ya) = deg(f,y2)

zef~(y1) x€(pof)~1(y2)

Corollario 4.0.19 Se f ¢ omotopa a g, allora deg(f) = deg(g).

Dimostrazione: Per il lemma di Sard esiste sempre un valore regolare sia per f che per g e dunque
la tesi.

OSSERVAZIONE: Se f non ¢ suriettiva, scegliendo y € N — f(M) ottengo deg(f) =0

OSSERVAZIONE: Se f & un diffeomorfismo, deg(f) = +1 a seconda che preservi o inverta
Iorientazione.

OSSERVAZIONE: Se f & omotopa a un diffeomorfismo, allora f & suriettiva.

OsSERVAZIONE: Considerando S' come sottoinsieme di C, la funzione f : S' — S z + 2™ ha

2mik

grado n per ogni n € Z; infatti: f(e¥) =e™ e f~1(1)={e"» |k=0,....,n — 1} & I'insieme delle
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radici n—esime dell’identita e ha cardinalitd n. Identificando df con f’ abbiamo che f/ =nz""!e

.. . . . 2mki .. . . . 27ki 2rki .
un generatore positivo di T’ 2-k: (S*) & de”» , la cui immagine tramite df & n(e » ) en =in.
e n

n_li

Se adesso n & positivo, in & un feneratore positivo di T3 (S*), per cui e(df ki) = 1 e deg(f) =
deg(f,1) =n. Se n < 0, in & negativo e dunque deg(f) = n. ‘

OSSERVAZIONE: Vd esiste f : S™ — S™ di grado d. Si procede per induzione su n. L’idea &
che f si restringe alla funzione z — 2% su ciascun parallelo di dimensione n — 1. La mappa ha
grado d perché il tangente ¢ formato dal vettore individuato prima e dall’identita. (commentare
un po’)

Proposizione 4.0.20 Siano f : M — N e g : N — Z mappe tra varieta orientate, compatte
connesse. Allora deg(g o f) = degg - degf.

Dimostrazione: Sia z € Z regolare sia per g che per f (esiste per il lemma di Sard). Allora:
deg(gof) = e p-1(g-1(2)) €(A(g0S)z) = 2y eg-1(2) (e s—1(y) €(dgy)e(dfz)) = dunque ciascun y &
regolare per f =3 c 1,y €(dgy) (X pep-1(y) E(df2)) = Xoyeg-1(2) E(dgy) -deg(f) = deg(f)-deg(g).

Proposizione 4.0.21 Siar : S™ — S" una riflessione rispetto a un iperpiano coordinato. Allora
deg(r) = —1

Dimostrazione: ror = id = r e diffeomorfismo e basta vedere che inverte l'orientazione. Se
r(x1,...;Tn41) = (—21,%2,...,2p41) prendiamo p = (0,1,0,...,0) € S™. p = ey, T,(S") =
ey = span(e,es,...,ent1) € dr @ T,(S™) — T,(S™) e la restrizione 71,5y vale r(e1) = —eq
e r(ej) = e; per ogni j > 2. Dunque rispetto alla base e, es, ..., en1 di T,(S™) il differenziale dr

¢ rappresentato da [_ per cui e(dry) = —1

1 0
0 Id
Definizione 4.8 Definiamo mappa antipodale la mappa A : S™ — S™, A= —Id, cioé A(p) =
—p per ogni p. € una mappa C* ed ¢ un diffeomorfismo.

Proposizione 4.0.22 Sia A : S™ — S™ la mappa antipodale; allora deg(A) = (—1)"+!

Dimostrazione: La mappa antipodale & A = ry0...0rp, 41 dove ri (21, ..., Tiy ooy Tpp1) = (L1, eeey —Tiy ooy Tpp1).
Dunque deg(A) = H?:Jrll deg(r;) = (—=1)"+1L,

Teorema 4.0.23 Sono fatti equivalenti:
1. S™ é pettinabile;
2. n € un numero dispari;

3. A:8" — 8™ ¢ omotopa all’identita.

Dimostrazione: (2 = 1)Definiamo v : 8™ — R"*! tale che v(1, ..., Zp11) = (=22, T1, —T4, T3, ooy —Tpt1, Tn)-
v & una funzione C'*°, v(p) # 0 per ogni p € S™ e soprattutto < v(p),p >= 0 per ogni p, che vuol

dire che v(p) € T,(S") = p*

(1 = 3)Normalizzando il campo, posso supporre di avere un campo tangente v : S" — R+

unitario. Poniamo adesso H : S™ x [0,1] — S™ come H (p,t) = (cos(nt)p + sin(nt)v(p)). H & una

buona omotopia: H(p,0) = p e H(p,1) = —p per ogni p € S™. Inoltre la mappa ¢ ben definita

infatti | H (p,t)| = cos?(nt)]||p||? 4 sin?(xt)||v(p)||*+ < p,v(p) >= 1 e dunque & a valori in S™.

(3 = 2)Se A & omotopa all’identitd, allora 1 = deg(Id) = deg(A) = (—1)"! e dunque n deve

essere dispari.
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Esercizio 4.0.3 Sen ¢épari e f:S™ — S™, allora Ip € S™ tale che f(p) = p oppure f(p) = —p.
(Questo fatto implica che la f che passa al proiettivo f : P" — P ha sempre un punto fisso.

capisci che € una domanda da esame, solo sketch: Se f non ha punti fissi significa essere omotopi
all’antipodale; se ha punti fissi € omotopo all’identita. Altrimenti prendo p — f(p) e costruisco
v(p) trovando che n ¢ dispari.

FaTTO: Sia f:Q — R™ con 2 C R" dominio stellato rispetto a 0: f(0) = 0e f C* allora
esistono g1, ..., gn : @ — R™ lisce tale che f(z1,...,2n) = Y iy igi(z1, ..., xn) € gi(0) = %(0)
Basta dimostrare I’analoga formula per f : R — R (per cui g; : R” — R, la dimostriamo cioe
componente per componente). Allora

f(:cl,...,a:n):/o —f(tacl,.. tay,)dt = / Za:z txl,.. tay,)dt = Zwl/ 92 t:vl,.. txy,)dt

(dove la prima uguaglianza funziona poiché il dominio ¢ stellato) e ponendo adesso fo txl, ey tay)dt =
gi(z) si ha la tesi.

Proposizione 4.0.24 Sia f : Q — R™ embedding, 2 C R"™ aperto stellato rispetto a 0. Allora f
¢ isotopo all’identita o a una riflessione. Assumiamo inoltre f(0) = 0: allora l’omotopia fissa 0
1 ogni istante.

Dimostrazione: Costruiamo una isotopia tra f e dfy ponendo

dfo(p) t=0
H(pat) = {ft
fn) g5

Vale che H(p,0) = dfy e H(p,1) = f. Si osserva facilmente che H(-,t) ¢ embedding per ogni t, e
notiamo anche che H ¢ C* dovunque tranne in al pitt in  x {0}. Per la liscezza totale di H si
usa il lemma precedente osservando che

H(p,t) = (@) = Z m’g’(ml’ 1) Zg, (tx, ..., tay)

t °
=1

che tende a dfy per t — 0. Abbiamo costruito una isotopia tra f e dfy costante in 0. dfy € GL(n,R)
ha due componenti connesse per archi che contengono rispettivamente I'identita e una riflessione.
Un arco C*° in GL(n,R) & una isotopia tra i suoi estremi, da cui, componendo le isotopie, si ha
la tesi.

4.1 Indice di zeri isolati di campi vettoriali

Definizione 4.9 Sia v € T(M) un campo vettoriale su M; p € M si dice zero isolato di v se
esiste un intorno U dip in M con v(p) =0 e v(q) # 0 per ogni ¢ € U — {p}

Definizione 4.10 Sia Q2 C R" aperto, v € T(2) e p zero isolato su 2. Sia B(p,e) C Q di centro p
e tale che p sia l'unico zero div su B(p,e). Sia (v) : 0B(p,e) — S™L. Orientiamo 0B(p,¢)

come il bordo di B(p,e), S"~! come OD™ e poniamo l'indice di p su v come iy(v) = deg(v)

- v
llvll

Mostriamo che iy(v) € ben definito: sia &’ con le stesse propriea di ¢ e supponiamo senza
perdita di generalita che ¢’ < e. Se X = B(p,e)—int(B(p,&’)) posso definire v = ”U” : X — sl
Percio (per il teorema di estensione a una varieta piu grande) si ha 0 = degvipx = degu|pp(p,e) —
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degv|pp(p,ery dove il — deriva dal fatto che il bordo interno ha orientazione diversa. Un altro modo
per verificare la buona definizione ¢ quello di osservare che € possibile fare una omotopia tra la
palla piu grande e quella piu piccola.

EseEMPIO: Sia Q C R? = C e sia v un campo vettoriale tale che v(z) = 2", e con n > 1 si
ha uno zero isolato in 0. Si pud porre € = 1 e dunque |[v]| = 1 su S*; per cui ¥ = v e dunque
ip(v) = deg(v) = n per quanto gia osservato.

DISEGNI VARI SU CAMPI VETTORIALI E SULLE LINEE DI FLUSSO

Definizione 4.11 Sia ¢ : A — B diffeomorfismi tra (aperti di) varieta; v € T(A). Definiamo
pull-back di v, p.(v) € T(B) come seque: p.(v)(q) = dpj,-1(g) (v(p™(q))). In un certo senso

vale che @, (v) = dpovop .

Proposizione 4.1.1 Siano Q e Q' aperti di R" con0€ Q e0 e Q, ¢ : Q — Q diffeomorfismo
con p(0) =0 ev € T(Q) con 0 che é uno zero isolato di v. Allora ig(v) = ig(ps(v)).

Dimostrazione: Gli zeri di p«(v) sono esattamente le immagini degli zeri di v; dunque 0 &
anche unozero isolato di ¢.(v). Sappiamo che esiste una isotopia di embedding (diffeomorfi-
smi sull'immagine) H : Q@ x I — R" con H(-,0) = ¢, H(-,1) = Id o r con r riflessione e
H(0,t) = 0 per ogni t € [0,1]. Per ogni ¢ considero il campo vettoriale (¢;).(v) su Q; dove
or = H(-,t) e Q = ¢ (Q). L’origine € uno zero isolato per (¢¢)«(v) per ogni ¢t. Per compat-
tezza di [0,1], 3¢ > 0 tale che B(0,2) C € per ogni t e l'origine appartiene a B(0,¢) ed &
I'unico 0 di (¢¢)«(v) su B(0,e). Poniamo adesso v; = % : 0B(0,e) — S™ ! e trovia-
mo una omotopia K : dB(0,¢) x [0,1] — S"! e K(q,t) = 1:(q) e dunque degvy = degvi. A
questo punto vale quindi che ig(¢«(v)) = io(v) oppure ig(@«(v)) = io(r«(v)) con r riflessione
a seconda che ¢ preservi o meno l'orientazione. Nel primo caso si ha banalmente la tesi. Nel

Ly & una riflessione, dunque ¢ linere e dunque dr = r e

secondo caso r.(v) = drovor '
1.4l cui normalizzato & r o © o r—! poiché r & una isometria. Dunque

dunque r, = rovor”

io(r:(v)) = deg(r(v)jpp0,0) = deg(r o Vo rp ) = deg(r) - deg(v) - deg(r™") = deg(vjap(o,q))
che e la tesi.

Definizione 4.12 Sia M una n-varieta, v € T (M), p € M zero isolato di v. Definiamo indice
di p il numero ip(v) = io(@«(v)) dove ¢ : U — Q CR"™ é una carta con ¢(p) = 0.

La buona definizione, cioe I'indipendenza da ¢, discende da quanto dimostrato nella proposi-
zione precedente: se ¥ : U — ' & un’altra carta, ¥.(v) = (¥ 1) (0«(v)). Questa ha lo stesso
indice di ¥, (v) in 0 in quanto ¥p~! : Q — Q' ¢ un diffeomorfismo (si ¢ usato che (fg)s = figs).

Lemma 4.1.2 Sia M CR", v e T(M), v(p) =0. Allora dv,(T,(M)) C T,(M) (Non é ovvio in
quanto v: M — RY)

Dimostrazione: Prendiamo delle coordinate ui, ..., u, vicino a p; dunque v = Z?zl a;x,,; dove
gli z,, sono il frame associato alle coordinate. Adesso per ogni i, dv(x,,) sta in T,(M) e vale

Oa;
che dv(z,,) = gsi =i %(aja:uj) =i aiu]ixuy‘ + D01 4Ty, ;- Se adesso v(p) = 0 allora

n  Oaj

a;(p) = 0 per ogni j e dunque dvy(zy,) = > 71 5.2 (P)zu,; (p) € Tp(M) e la tesi segue poiché gli
Ty, generano Tp(M).

Definizione 4.13 p si dice zero non degenere di v € T(M) se dvy, : T,(M) — T,(M) é un

isomorfismo. In tal caso, poiché dvy : Tp(M) — RN ¢ inidettivo, v & iniettivo in un intorno dip e
dunque p € uno zero isolato.
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Proposizione 4.1.3 Sia p uno zero non degenere e v € T (M). Allora iy(v) = £1 a seconda che
det(dvy, : T,(M) — T,(M)) sia positivo o negativo.

Dimostrazione: Se ¢ : U — € € una carta intorno a p, allora i,(v) = io(¢«(v)) e inoltre vale
d(p«(v))o = dppodv,odpyt, per cui det(dv,) = det(d(¢.(v))o) (poiché il primo e il terzo membro
della composizione sono uno 'inverso dell’altro). Dunque si puo porre M = 2 aperto di R" e
p = 0 perché fatti i conti in aperti si posso riportare i risultati sulla varieta attraverso la carta.
Dunque v : 2 — R" ha differenziale in 0 che & un isomorfismo. Per cui, a meno di restringere €2,
v ¢ un embedding ed & percio isotopo all’identita se det(dvy) > 0 o € isotopo a una riflessione se
det(dvg) < 0. Esattamente come prima, cio implica che ig(v) = 1 se det(dvg) > 0 e ig(v) = —1 se
det(dvp) < 0 in quanto da questa isotopia deduco una omotopia tra v e W(z) = = (caso identita)
oppure omotopia tra v e W(x) = r(z) (caso riflessione).

Lemma 4.1.4 (di Hopf) Sia M C R" una n-varieta con bordo compatta, cioé la chiusura di
un aperto relativamente compatto, e sia v € T (M) un campo tangente con zeri isolati e uscente
da OM, cioé p € T,(M) — Cp(M) per ogni p € OM (in particolare v(p) # 0 Vp € OM ). Allora
ZU(p):O ip(v) = degN dove N : OM — S™1 ¢ la normale uscente.

Dimostrazione: Gli zeri di v sono un insieme discreto, chiuso in un compatto, dunque sono in
numero finito (e dunque il membro di sinistra dell’'uguaglianza ha senso). Osserviamo che esiste
e > 0 tale che le palle B(p,¢) al variare di p sono a due a due disgiunte e contenute in Int(M).
Sia X = M — Uy—0B(p,¢): X ¢ una n varieta con bordo orientata da R". Su X ¢ ben definita
la mappa v = ﬁ : X — 8™ 1. Dunque per il solito teorema dell’estensione della varieta si ha

0 = deg(v)px). OB(p,¢) ¢ orientato in maniera opposta come bordo di B(p,¢) e come bordo di X
(se & entrante per uno, € uscente per l’altro), mentre il bordo di M eredita la stessa orientazione

sia da M che da X. 0 = deg(Djonmr) — Doy p)=0 4€9(Vjon(p,e)) = deg(Tjonr) — > oy(p)=o ip(v). Per
concludere e sufficiente dire che deg(ﬁ‘aB(pja)) = degN e questo ¢ vero poiché le due mappe

sono omotope attraverso 'omotopia H(q,t) = H:gggﬁg:g%ggg”:

e una buona definizione perché
il denominatore ¢ sempre non nullo grazie al fatto che N e v sono entrambi campi uscenti e il
denominatore ne ¢ una combinazione convessa. Abbiamo dimostrato che in questo caso la somma
degli indici non dipende dal campo vettoriale.

Definizione 4.14 Sia M C RY varieta senza bordo. Il fibrato mormale di M ¢ N(M) =
{(p,v) €RN x R"|p € M,v € Np(M) = Tp(M)*} C RN x RN = R2VN

Teorema 4.1.5 N (M) ¢é una N -varieta.

Dimostrazione: Sia k = N — n la codimensione (dove n = dimM). Se U ¢ aperto di M,
allora N(U) = (U x RN)N N(M) & aperto in N(M) C M x RY C R?N. Dunque & sufficiente
mostrare che se ¢ :  — U & una parametrizzazione locale per M (2 C R"), allora N(U) ¢
diffeomorfo a RV. A meno di restringere U, possiamo costruire un frame tangente ortonormale
U1,y Un U = RY (ad esempio ¢ sufficiente ortonormalizzare il frame associato a ¢. Datop € U,
completo vy (p), ..., v (p) a base ortonormale v1(q), ..., v (q), w1), ..., ws di RY. Automaticamente
w1, ..., wy, € base ortonormale di N,(M). Poiché la funzione g — det(vi(q),...,vn(q), w1, ..., wg) €
continua, a meno di restringere U (v1(q), ..., vn(q), w1(q), ..., wx(q)) & base di RV per ogni ¢ € U.
Ora, grazie all’algoritmo di Gramm-Schimdt ortonormalizzo questa base (¢ una operazione C'*°)
ottenendo una base ortonormale di R per ogni ¢. Ho cosi ottenuto un frame normale ortonormale
C*® wy, ..., wg : U — RY in modo che w1 (g), ..., wk(q) & base ortonormale di N, (M) per ognigq € U.
Poniamo adesso ¢ : Q x RE — N(U) con ¥(z, a1, ..., ar) = (o(z), arwi(¢(x)) + ... + apwp(e(x))).
Questa & una mappa O bigettiva per costruzione. Scriviamo ¢~': =1 : N(U) — Q x R tale
che ¥ ~1(q,v) = (¢ (q), < v,w1(q) >,..., < v, wi(q) >). Poiché Q x R¥ & aperto in R” x R¥ = RV
questo conclude la dimostrazione.
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Lemma 4.1.6 Sia M C RY wuna varietd senza bordo e sia ¢ € RN; se p € M ¢ tale che
d(p,q) = d(M,q) = inf{d(p’,q)lp" € M}, allora ¢ — p € Np(M)

Dimostrazione: Essendo un minimo assoluto, p & un punto critico della funzione f : M — R tale
che f(x) = ||z — ¢||? il cui differenziale & df,(v) = 2 < v,p — ¢ > che deve essere nullo per ogni
v € Tp(M) e questo & vero se p — q € T,(M)*+ = N,(M) che & la tesi.

Definizione 4.15 Ve > 0 definiamo N.(M) = {(p,v) € N(M)|||v|| < €} che é un aperto di
N(M) e definiamo anche U.(M) = {q € RN|d(q, M) < €} che ¢ un aperto di R

Definizione 4.16 Definiamo 6 : No(M) — U.(M) tale che 6(p,v) = p+v. Questa é una buona
definizione in quanto d(p + v, M) < d(p +v,p) = ||v||

Teorema 4.1.7 Sia M una varieta compatta senza bordo, allora Je tale che:
1. 0 : No(M) — U.(M) ¢ diffeomorfismo;
2. Vq € Us(M) esiste unico v(q) € M tale che d(q, M) = d(q,7(q));

3. r:Us (M) — M ¢é una funzione C* (retrazione);

4. W e una N wvarieta con bordo la cui normale esterna é %

Dimostrazione:

1 6 ¢ un diffeomorfismo locale per ogni (p,0) € N(M): se i : M — M x {0} C N(M) e
Jj: Np(M) — {p} x Np(M) € N(M) sono le inclusioni, allora 6 o i(q) = 6(¢,0) = q e
00 j(v) =0(p,v) =p+v Per cui Im(db, o)) 2 Im(0 o i), = T,(M) e inoltre Im(db, ) 2
Im(0oj)o = Np(M). Pertanto Im(df,q)) 2 T,(M) @ Np(M) = RN per cui df, o) & inverti-
bile per motivi dimensionali. Dunque df; o) ¢ invertibile per ogni p € M e, per compattezza
di M, db, ., ¢ invertibile per ogni (p,v) € Nc(M), purché ¢ sia abbastanza piccolo. Dimo-
striamo adesso che a meno di restringere € 6 : N.(M) — U.(M) ¢ diffeomorfismo. Essendo
diffeomorfismo locale basta mostrare la bigettivita. Suriettivita: sia ¢ € U.(M): per com-
pattezza esiste p € M di minima distanza da ¢ e dunque ||g—p|| = d(¢q, M) < . Per il lemma
appena dimostrato, ¢ —p = v € N, (M), dunque (p,v) = (p,¢—p) € Ne(M) e (p,q—p) = ¢
e dunque la suriettivita ce ’'abbiamo. Iniettivita: se non esistesse € > 0 tale che 0y, (3 sia
iniettiva, allora esisterebbero successioni (py,v,) € N(M) e (p),,v),) € N(M) distinte con
(Pn,vn) € (pl,v),) € N1 (M) e 0(pn,vn) = 0(p),,v},). Per compattezza di M, posso supporre

n n
che p, = p € M, pl, = p € M. Inoltre ||v,|| < % e dunque v, — 0 e anche v/, — 0. Dunque
p=p+0=1lim(p, +v,) = im(0(pp,v,)) = Uim(0(pl,,v,)) = lim(p!, +v,) = p' +0 = p'.
Quindi p = p’ e (pn,vn) € (p),,v),) vivono definitivamente in un intorno di (p,0) = (p/,0) su
cui 6 ¢ iniettiva (6 ¢ localmente diffeomorfismo, dunque 6 ¢ localmente iniettiva). Pertanto
difinitivamente vale che (py,vy,) = (p),, v),) che contraddice I'ipotesi di assurdo;

2-3 Dato ¢ € U.(M), mostriamo che il punto di minima distanza ¢ unico: se p € M ¢ tale
che d(p,q) = d(M,q) allora, per il lemma, ¢ —p € Ny(M) e |lg —p|| = d(¢, M) > e.
Dunque (p,q — p) € N-(M) e inoltre §(p,q — p) = p. Vale quindi che (p,q — p) = 67 1(q)
ep=mu(®1(q)) dove mpr : N(M) — M @& tale che (p,a) — p. Dunque se ¢’ un punto
di minima distanza questo € unico e questo punto c’e¢ per compattezza di M. Dunque p &
I'unico punto di minima distanza da g e r : U. — M & data da r = 737 0 ! che ¢ anche
una funzione C*°;
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4 Sia adesso R tale che 0 < R < ¢, allora Ug(M) = {q € U.(M)|d(¢.M) < R} = {q €
U.(M)||lg —7(q)|| £ R?}. Per mostrare che Ug(M) & una varieta con bordo basta mostrare
che R? ¢ un valore regolare per f : U.(M) — R tale che f(q) =< ¢ —7(q),q—r(q) >. Dato
g€ fTH(R?), dfy(v) =2 < q—7(q),v—drq(v) >. Adesso, per il lemma, ¢ —r(q) € N,y (M)
e inoltre sappiamo anche che dry(v) € T,(4)(M): otteniamo quindi df; =2 < g —7(q),v >
eq—r(q) #0=dfy : T,(U-(M)) — R & suriettivo. Inoltre sappiamo anche chi e ker(df,) e
questo & (g — r(g))*. Questo mostra che R? & regolare per f, percio Ur(M) & una varieta

con bordo e T,(OUR(M) = ker(dfy) = (q — r(q))*. Per cui una normale uscente in g &
g=r(a)
lg—r(a)ll"

proprio

Teorema 4.1.8 (di Poincaré-Hopf) Sia M una varieta senza bordo, compatta, M C RY ; sia
v € T(M) con zeri isolati. Allora . _ip(v) non dipende da v, ma solo da M. In effetti

2 o(p)=0 tp(v) = degN dove N : OU(M) — S"=1 ¢ la normale uscente da un intorno tubolare di

Dimostrazione: Dimostriamo il teorema assumendo che gli zeri siano non degeneri. Dato v €
T (M) costruiamo v € T (U (M)) in questo modo: ©(q) = v(r(q)) + ¢ — 7(¢): questo ¢ un
campo C* perché composizione di funzioni C*. Se ¢ € M = r(q) = q = v(q) = v(q).
Se ¢ € U-(M) ¢ uno zero di v, allora 0 = v(r(q)) + ¢ — r(q), ma v(r(q)) € Tr,(M) mentre
q—r1(q) € Ny,(M) = v(r(q)) = 0 e anche ¢ — r(¢q) = 0 perché sono in somma diretta. Dalla
seconda si ottiene che ¢ = r(¢) e dunque ¢ € M e mettendolo nella prima si ha v(r(q)) =
v(q) = 0 = g & zero anche del campo di partenza. Dunque gli zeri di v e di v coincidono.
Dobbiamo mostrare che il campo v ¢ uscente da U.(M) : lo ¢ in quanto per ogni g € QU (M),
vale < 9(q), N(q) >=<v(r(q)) + g — r(q), % = |l¢ — r(q)|| > 0 e dunque & uscente. Per il
lemma di Hopf, si ha
S i) = 3 ip(0) = deg

v(p)=0 7(p)=0

Per cui resta solo da mostrare che i, (v) = i,(0) per ogni p € M zero di v. p & non degenere per v e
dunque dvy, : T,(M) — T,,(M) ha determinante maggiore di 0. Poiché vy, = v e (dvy) 1, (ar) = dvp,
manca solamente il normale. Se w € N,(M), se v(t) = p+ tw, per definizione vale che: dv,(w) =
L5(y(1) = Lo(p+tw) = £(v(r(p+tw))+p+tw—r(p+tw)), mar(p+tw) = p per ogni t poiché
parto sempre in direzione normale (formalmente: r(p+tw) = 7y (07 (p+tw)) = mpr(p+tw) = p)
e adesso %(v(p) +p+tw — p) = w. Percio rispetto all’'unione di una base di 7,,(M) e una di
dv, 0

Np(M) vale che dv, = [ 0 Id

]. Dunque vale che i,(v) = sgn(detdv,) = sgn(detdvy,) = ip(v)

che & la tesi.
FATTO: In realta nelle ipotesi di Poincaré-Hopf,

dimM
Z ip(v) = x(M) = Z (—1)"#{i simplessi in una triangolazione di M}
v(p)=0 i=0

dove un ¢ simplesso e fatta da ¢ + 1 punti.

In dimensione 2, data una triangolazione costruisco v € T (M) come nel disegno.

Questa costruzione ¢ estendibile a tutto M (sono cioe fatte in modo coerente). Data T costruisco
un campo w con V sorgenti (vertici), E selle (lati), I" pozzi (facce) e dunque 3, ip(w) =
V—-E+F=x(5)

Corollario 4.1.9 Sia M come sopra; M é pettinabile, allora x(M) =0
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Dimostrazione: ovvia conseguenza?
Dunque se x(M) # 0, allora M non ha campi mai nulli.

Corollario 4.1.10 Sia X superficie compatta orientabile con OM # (. Allora ¥ ¢é pettinabile se
e solo se ¢é diffeomorfo al toro.

Dimostrazione: 0 = x(X,) =2—-29g < g=1
FOLKLORE: In realta M compatta senza bordo € pettinabile se e solo se x(M) = 0.
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